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几 类 微分 算 子 的 谱 分 析 


摘 要 


本 文 主要 围绕 不 连续 奇异 微分 算 子 的 谱 及 具有 特殊 系数 微分 算 子 谱 的 离散 性 展开 研 
究 . 

首先 , 应 用 算 子 方法 和 函数 论 的 方法 , 研究 了 正则 端点 处 边界 条 件 含 特征 参数 且 一 个 
内 点 处 具 转 移 条 件 的 奇异 Sturm-Liouville 算 子 问题 , 结合 转移 条 件 定义 新 的 内 积 , 把 所 研 
究 的 问题 转换 成 一 个 直 和 Hilbert 空 间 中 相应 的 奇异 算 子 问题 , 在 此 空间 下 得 到 了 新 算 子 
RARER, 它 的 特征 值 与 所 研究 问题 的 特征 值 是 一 致 的 ; 通过 所 研究 问题 的 基本 解 , 获 
得 了 其 特征 值 是 实 的 至 多 有 可 数 多 个 且 下 方 有 界 及 特征 值 刚 好 其 判别 函数 的 零点 . 进 一 
步 给 出 了 所 研究 问题 特征 值 的 渐 近 公式 . 接着 我 们 研究 了 两 类 边界 条 件 都 含 特征 参数 的 
个 连续 奇异 Sturm-Liouville 算 子 的 谱 , 通过 构造 新 Hilbert 空 间 , 把 所 研究 的 问题 转换 成 新 
空间 下 相应 的 算 子 问题 , 得 到 了 此 算 子 是 自 伴 算 子 ; 通过 给 定 的 边界 条 件 , 将 特征 值 问题 
转化 为 判别 函数 的 零点 问题 , 得 到 了 其 特征 值 的 相关 性 质 及 特征 值 的 渐 近 公式 . 

其 次 , 研究 了 具 实 甘 指 积 系数 、 实 欧 指 积 系数 的 偶数 阶 对 称 微 分 算式 所 生成 算 子 的 
谱 , 运用 算 子 分 解 与 二 次 型 比较 的 方法 , 得 到 了 微分 算式 的 系数 在 一 定 的 条 件 下 该 类 微分 
算 子 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 ; 另外 , 还 研究 了 具有 一 般 系 数 的 实 对 称 微分 算式 生成 算 
THE, 得 到 该 类 算 子 无 论 末 项 和 首 项 系数 按照 某 种 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 其 所 有 自 伴 
扩张 的 谱 是 离散 的 , 还 是 中 间 项 系数 按照 一 定 的 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 也 可 决定 其 所 有 
自 伴 扩张 谱 的 离散 性 . 

最 后 , 研究 了 一 类 有 具 复 指 数 系数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 的 谱 , 当 其 系数 的 实 部 与 虚 部 
都 非 负 时 , 得 到 了 该 算 子 只 有 离散 谱 ; 进一步 得 到 了 微分 算式 系数 的 实 部 与 虚 部 满足 某 种 
条 件 时 其 谱 是 离散 的 充分 条 件 . 同时 , 还 研究 了 具 复 寡 指 积 系数 、 复 欧 指 积 系数 的 JO. 
称 微 分 算式 生成 的 算 子 谱 的 离散 性 , 得 到 了 系数 的 实 部 或 虚 部 满足 某 些 条 件 时 其 生成 的 
J- 自 伴 微分 算 子 的 本 质谱 是 空 集 , 即 工 自 伴 微分 算 子 的 谱 是 离散 的 . 

本 文 共 分 七 章 , 第 一 章 绪论 , 叙述 本 文 所 考虑 问题 的 背景 及 本 文 的 主要 结果 ; 第 二 章 
是 文中 所 涉及 的 主要 基本 概念 及 基本 性 质 ; 第 三 章 研究 正则 点 处 边界 条 件 含 特征 参数 且 
具有 转移 条 件 的 奇异 Sturm-Liouville 问 题 ; 第 四 章 研究 两 个 边界 条 件 都 含 特征 参数 的 不 连 
270 FF Sturm-Liouville 问 题 ; 第 五 章 研究 边界 条 件 都 含 特征 参数 且 具 有 限 个 不 连续 点 的 奇 
异 Sturm-Liouville 问 题 ; 第 六 章 研究 具有 特殊 系数 偶数 阶 微分 算 子 谱 的 离散 性 ; 第 七 章 研 
究 具 有 特殊 系数 本 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 . 
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THE SPECTRAL ANALYSIS OF SEVERAL DIFFERENTIAL OPERATORS 


ABSTRACT 


In this paper, we investigate the spectrum of discontinuous singular differential op- 
erators and the discreteness of spectrum for several differential operators with special 
coefficients. | 

Firstly, the singular Sturm-Liouville problem with eigenparameter dependent bound- 
ary condition at regular endpoint and with transmission conditions at one inner point of 
a finite interval is obtained with operator method and function theory. A new direct sum 
Hilbert space be defined by the new product associated with transmission conditions. 
In this space the considered problem is converted the corresponding singular operator 
and the singular operator is self-adjoint. Its eigenvalues coincide with eigenvalues of 
Sturm-Liouville problem. Then we prove that the eigenvalues are real, at most countable, 
bounded below and they are the zeros of its discriminant function. And we give asymp- 
totic formulas for its eigenvalues. Furthermore the discontinuous singular Sturm-Liouville 
problems with eigenparameter dependent two boundary conditions are considered. The 
problems become the corresponding operator problems with constructing new Hilbert 
space and the self-adjointness of the problems are got. And the eigenvalues coincide with 
the zeros of its discriminant function and asymptotic formulas for the eigenvalues are 
investigated. 

Secondly, we consider the spectrum of differential operators for symmetric differential 
expressions with real power-exponential product coefficients and real Euler-exponential 
product coefficients. If coefficients of differential expresses satisfy certain conditions, the 
spectrum of such operators is discrete with methods of direct sum decomposition for 
operators and quadratic comparison. And the discreteness of spectrum for differential op- 
erator which is generated by symmetric differential with general coefficients is discussed. 
We further find that the discreteness of the spectrum of such operators not only deter- 
mined by the last term and first term coefficient whose limits are infinity in some certain 
way, but also the middle term coefficient whose limits are infinity with certain way also 
can decide the discreteness of the spectrum. 


Finally, the spectrum of a class of even order symmetric differential operator with 


iii 


complex exponential coefficient be discussed. The spectrum of the considered differen- 
tial operator is discrete when the real part and imaginary parts of its coefficients are 
non-negative. Furthermore the spectrum is discrete if the real and imaginary parts of 
its coefficients satisfy the general appropriate conditions. And then the discreteness of 
spectrum for differential operators are investigated which be generated by J-symmetric 
differential expressions with complex power-exponential product coefficient and complex 
Euler-exponential product coefficient respectively. The essential spectrum of any J-self- 
adjoint extensions for the minimal operator is empty when the real and imaginary parts of 
those coefficients satisfy some conditions, i.e. the spectrum of any J-self-adjoint extensions 
is discrete. 

This thesis is divided into seven chapters. The backgrounds and the main results 
of the discussed questions are described in chapter 1. In Chapter 2, we give the related . 
fundamental concepts and properties involved in this thesis; The singular Strum-Liouville 
problem with eigenparameter dependent boundary conditions at regular endpoint and 
transmission conditions is considered in Chapter 3. Chapter 4 investigates a class of 
discontinuous singular Strum-Liouville problem with eigenparameter dependent bound- 
ary conditions. The discontinuous singular Strum-Liouville problem with eigenparameter 
dependent boundary conditions and with transmission conditions at finite inner points 
of considered interval be investigated in Chapter 5. Chapter 6 study the discreteness of 
the spectrum on several even order differential operators with special coefficients and the 
discreteness of the spectrum for several J-symmetric differential operators with special 


coefficients are given in Chapter 7. 


KEYWORDS: differential operators, singular, transmission conditions, eigenvalues, 


J-symmetric, essential spectrum, discrete spectrum 


第 一 章 Bit 


微分 算 子 也 是 算 子 理论 体系 中 广泛 应 用 的 最 基本 一 类 无 界线 性 算 子 , 是 算 子 理论 的 
一 个 重要 组 成 部 分 . 微分 算 子 的 研究 领域 十 分 广泛 , 包括 微分 算 子 的 自 伴 扩张 理论 、 谱 理 


” 论 、 数 值 计算 以 及 反问 题 等 许多 重要 分 支 , 内 容 纷繁 浩瀚 . 特别 地 , 微分 算 子 谱 理 论 是 20 


世纪 迅速 发 展 起 来 的 新 兴 交 叉 学 科 领 域 , 它 以 量子 物理 为 主要 应 用 背景 , 它 为 微分 方程 众 
多 问题 提供 了 统一 的 理论 框架 和 解决 模式 . 本 文 重点 研究 了 不 连续 奇异 微分 算 子 的 谱 与 
几 类 具 特 殊 系 数 微分 算 子 详 的 离散 性 . 


1. 具有 转移 条 件 微分 算 子 的 研究 


A 1836 年 至 今 , Sturm-Liouville 问题 , 特别 是 正则 的 Sturm-Liouville 问题 ([1)-[6], [13]- 
[14], [42]-[44], [72]-[73], [86]) 的 研究 在 理论 上 和 方法 上 都 已 相当 完备 , 但 最 经 典 的 Sturm- 
Liouville 算 子 最 大 算 子 域 中 的 函数 要 求 至 少 一 阶 导 函数 是 绝对 连续 的 , 即使 是 这 样 的 要 求 
在 一 些 实际 问题 中 也 不 能 被 满足 . 为 此 , 近年 来 越 来 越 多 数学 工作 者 将 研究 兴趣 转 问 具 
有 转移 条 件 的 Sturm-Liuouville 问题 , 它 有 着 重要 的 应 用 前 景 ,例如 热传导 和 质量 转移 问题 
[45], 衍射 问题 [99] 等 , 都 可 以 转化 为 内 部 具有 不 连续 点 的 微分 算 子 问题 . 微分 方程 中 不 仅 
可 以 出 现 特征 参数 , 而 且 边 界 条 件 里 也 可 以 出 现 特征 参数 , 许多 工程 技术 领域 中 的 一 些 偏 
微分 方程 如 热传导 方程 或 波动 方程 利用 分 离 变 量 法 便 得 到 边界 条 件 中 带 特 征 参 数 的 微分 .. 
方程 边 值 问题 [15]. 正 是 由 于 许多 实际 问题 往往 需要 转化 为 具有 转移 条 件 微 分 算 子 的 问 
题 , 因此 对 具有 转移 条 件 微分 算 子 谱 的 研究 是 非常 有 意义 的 . 具有 转移 条 件 的 正则 微分 算 
子 已 有 诸多 成 果 ([3]-f6], [16], [25], [32], [51]-[54], [87], [98]- [101]), 而 具有 转移 条 件 的 奇异 微 
分 算 子 的 研究 相对 较 少 (7), [26)-[28]). 为 此 , 我 们 针对 具有 转移 条 件 的 奇异 微分 算 子 进行 
了 研究 , 并 将 正则 情形 的 相关 结论 成 功 地 推广 到 奇异 情形 . 

本 文 应 用 算 子 方法 和 函数 论 的 方法 , 研究 了 正则 端点 处 边界 条 件 含 特征 参数 且 一 个 
内 点 处 具 转 移 条 件 的 奇异 Sturm-Liouville 算 子 问题 , 结合 转移 条 件 定义 新 的 内 积 , 把 所 研 
究 的 问题 转换 成 一 个 直 和 Hilbert 空 间 中 相应 的 奇异 算 子 问题 , 在 此 空间 下 得 到 了 新 算 子 
是 自 伴 算 子 , 它 的 特征 值 与 所 研究 问题 的 特征 值 是 一 致 的 ; 通过 所 研究 问题 的 基本 解 , 获 
得 了 其 特征 值 是 实 的 至 多 有 可 数 多 个 且 下 方 有 界 及 特征 值 刚 好 其 判别 函数 的 零点 . 进 一 
步 给 出 了 所 研究 问题 特征 值 的 渐 近 公式 . 接着 我 们 研究 了 两 类 边界 条 件 都 含 特征 参数 的 
不 连续 奇异 Sturm-Liouville 算 子 的 谱 , 通过 构造 新 Hilbert 空 间 , 把 所 研究 的 问题 转换 成 新 
空间 下 相应 的 算 子 问题 , 得 到 了 此 算 子 是 自 伴 算 子 ; 通过 给 定 的 边界 条 件 , 将 特征 值 问 题 
转化 为 判别 函数 的 零点 问题 , 得 到 了 其 特征 值 的 相关 性 质 及 特征 值 的 渐 近 公式 . 
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12 ”第 微分 算 子 谱 的 离 启 性 研究 


微分 算 子 谱 理论 是 微分 算 子 理论 中 的 重要 组 成 部 分 之 一 , 它 包 括 微分 算 子 谱 的 定性 、 
定量 分 析 , 特征 值 、 特 征 函 数 的 渐 近 估计 , 特征 函数 系 的 完备 性 及 反 谱 问题 等 . 由 于 微分 
算 子 谱 理论 与 物理 实际 应 用 紧密 相 联 , 譬如 奇异 微分 算 子 谱 分 析 是 解决 量子 力学 的 得 力 
数学 工具 , 因此 它 倍 受 数学 和 物理 科研 工作 者 的 广泛 关注 . 特别 是 1953 年 Molchnov [49] 
的 二 阶 微分 算 子 谱 的 离散 性 判别 准则 发 表 以 来 , WREE EEDA TELTE ES DE 2A 
展 起 来 无 论 是 阶 数 由 低 到 高 , 还 是 权 函 数 由 有 到 无 , 以 及 微分 算式 系数 由 由 实 到 复 等 方面 
取得 了 许多 研究 成 果 (其 专著 见 [17], [21], [24], [34], [50], [60], [74], [78]). 

谱 的 定性 分 析 是 指 通过 微分 算式 的 系数 、 问 题 的 边界 条 件 来 分 析 判 断 微分 算 子 谱 的 
相关 性 质 . 关于 微分 算 子 谱 的 定性 定量 分 析 , 其 研究 工作 有 两 个 主要 途径 : 一 个 是 分 析 法 
的 途径 , 另 一 个 是 算 子 法 的 途径 . 分 析 法 和 算 子 法 这 两 种 方法 最 早 见于 在 有 限 区 间 上 经 典 
的 Sturm-Liouville 问题 的 研究 : 即 Liouville 的 渐 近 估计 方法 和 Courant 的 变 分 方法 . 

所 谓 分 析 法 , 是 以 解析 函数 理论 为 基础 分 析 预 解 式 、Green 函数 和 微分 方程 解 的 渐 近 
性 质 来 判断 微分 算 子 谱 的 性 质 . 这 方面 的 应 用 体现 于 Titchmarsh 和 Levitain 为 代表 学 者 
的 工作 中 , 仅 就 经 典 著 作 ([44, [86]) 中 使 用 的 方法 就 体现 出 了 超 高 的 技巧 性 和 工作 的 艰巨 
性 . 这 种 方法 的 优点 是 即便 对 于 高 阶 的 微分 算 子 , 在 一 定 程度 上 仍然 十 分 奏效 , RAR 
数 需要 另外 的 附加 条 件 . 用 算 子 的 方法 处 理 微 分 算 子 谱 的 定性 定量 分 析 , 是 半 个 世纪 来 广 
泛 采 用 的 方法 . 在 M. A. Naimark [60], I. M. Glazman [34], E. Miiller-Pfeiffer [50], D. E. 
Edmunds 和 W. D. Evans [21] 关于 微分 算 子 谱 分 析 的 专著 里 使 用 的 都 是 算 子 的 方法 . 这 
种 方法 的 理论 基础 是 Hilbert 空间 中 闭 线性 算 子 的 谱 理论 和 全 连续 摄 动 的 相关 理论 ([22]), 
其 根本 方法 有 两 个 , 一 个 是 算 子 分 解 的 方法 , 另 一 个 是 二 次 型 比较 的 方法 . 算 子 分 解 的 方 


法 在 处 理 奇异 微分 算 子 谱 的 离散 性 分 析 时 , 由 有 限 区 间 上 正则 微分 算 子 本 质谱 是 空 集 , 故 


我 们 可 以 忽略 系数 在 有 限 区 间 上 的 取 值 情况 , 其 谱 的 离散 性 仅 取 决 于 系数 在 无 穷 远 附近 
的 取 值 . 二 次 型 比较 的 方法 , 是 通过 Sobolev 空间 斤 入 算 子 的 连续 性 、 紧 性 的 刻画 来 研究 
奇异 微分 算 子 谱 的 下 有 界 性 和 离散 性 . 由 于 自 伴 算 子 的 剩余 谱 是 空 集 , 奇异 微分 算 子 谱 的 
定性 分 析 , 主要 集中 于 研究 其 本 质谱 的 存在 区 间 , 谱 的 离散 性 等 方面 . 当 奇 异 微分 算 子 的 
谱 是 离散 时 , HRA, Green 函数 , 按 本 征 函 数 展开 等 与 正则 微分 算 子 情 形 十 分 相似 , 处 
理 上 就 会 变 得 更 加 方便 简洁 , 所 以 关于 微分 算 子 谱 的 离散 性 研究 一 直 以 来 倍 受 重 视 , 取得 
了 许多 成 果 , 如 [8]-[11], [18]-[19], [22]-[23], [33], [35]-[39], [55]-[57], [75]-[85], [89]- [108] 等 一 系 
列 工 作 . 尽管 微分 算 子 谱 的 离散 性 问题 已 经 获得 了 丰硕 的 成 果 , 但 是 至 今 微 分 算 子 谱 的 离 
散 性 问题 的 统一 框架 仍 没 有 彻底 解决 ( 尺 上 综述 部 分 的 材料 来 源 于 文献 [1 和 9, [78], [79]). 
具有 相同 有 限 亏 指数 的 对 称 微分 算 子 的 自 伴 扩张 并 不 是 唯一 确定 的 , 但 它 的 所 有 自 
伴 扩 张 都 具有 相同 的 本 质谱 , 即 自 伴 算 子 谱 的 离散 性 质 完 全 仅 依 赖 于 它 所 对 应 的 微分 算 
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式 的 系数 . 正 是 由 于 微分 算 子 的 谱 分 析 和 系数 之 间 有 着 复杂 的 连带 关系 , 才 致 使 目前 已 有 
的 工作 绝 大 部 分 集中 于 常 系数 、 罕 系数 、 指 数 函 数 系数 或 者 是 系数 可 以 用 智 函数 、 指 数 
函数 来 估计 的 微分 算 子 的 谱 分 析 上 . 而 对 于 某 些 特殊 系数 诸如 宕 指 积 系数 、 欧 指 积 系数 
的 情形 未 曾 见 多 少 成 果 . 我 们 从 某 些 特殊 系数 的 角度 给 出 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 判别 准 
则 , 丰富 了 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 相关 成 果 , 为 构造 微分 算 子 谱 的 离散 性 问题 统一 框架 提 
供 了 相关 信息 . 本 文 首 先 研 究 了 具 实 罕 指 积 系数 、 实 欧 指 积 系数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 
的 谱 , 运用 算 子 分 解 与 二 次 型 比较 的 方法 , 得 到 了 微分 算式 的 系数 在 一 定 的 条 件 下 该 类 微 
分 算 子 仅 有 离散 谱 ; 其 次 研究 了 一 类 具 一 般 系数 的 对 称 微分 算式 生成 的 自 伴 微分 算 子 的 
谱 , 得 到 该 类 微分 算 子 无 论 末 项 和 首 项 系数 按照 菜 种 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 其 谱 是 离散 
的 , 还 是 中 间 项 系数 按照 一 定 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 也 可 决定 其 谱 的 离散 性 . 这 个 主要 结 
RÆ E.Müller-Pfeiffer 关于 常 微分 算 子 具 有 离散 谱 条 件 下 关于 末 项 系数 积分 相应 描述 的 推 
广 , 并 且 包 含 了 二 阶 和 高 阶 两 项 微分 算式 所 生成 的 最 小 算 子 的 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 
的 著名 的 A.M.Molchanov 判定 定理 . 


13 ”二 对 称 微分 算 子 谱 的 研究 


J- 目 伴 微分 算 子 的 谱 理 论 的 研究 起 源 于 人 们 对 耗 散 算 子 和 具有 复 势能 的 Schrödinger 
算 子 的 研究 . 本 对 称 微 分 算 子 在 某 些 方面 的 性 质 可 能 较 对 称 微分 算 子 有 更 为 简洁 明了 , E 
如 每 个 J- 对 称 微分 算 子 都 有 I-AA 3K. 但 在 许多 方面 十 对称 微分 算 子 比 对 称 微分 算 子 
的 性 质 更 为 复杂 , 比如 复 系数 Sturm-Liouville 问题 的 点 型 与 圆 型 属性 就 完全 异 于 实 系 数 
情形 , 细节 可 参看 [71]. 

当 算 子 是 自 伴 或 二 自 伴 时 , 它 的 剩余 谱 是 空 集 , 从 而 只 需 研究 其 点 谱 和 连续 谱 . J-K 
伴 算 子 是 非 对 称 算 子 , 从 而 , 它 不 是 自 伴 算 子 , 它 的 谱 可 能 不 仅 限于 实 轴 上 . 因为 自 伴 算 
子 的 谱 可 分 为 离散 谱 和 本 质谱 两 部 分 , 所 以 J- 自 伴 微分 算 子 谱 的 定性 分 析 类 似 于 自 伴 微 
分 算 子 的 谱 分 析 , 也 就 是 给 出 开 自 伴 微分 算 子 谱 的 分 布 即 点 谱 、 连 续 谱 的 存在 围 范 , 离散 
谱 、 本 质谱 的 存在 区 间 , 判断 工 自 伴 微分 算 子 谱 的 离散 性 以 及 相应 的 特征 函数 系 的 完备 
性 等 等 . 对 于 本 对 称 微分 算 子 理论 的 研究 , 继 Naimark [60], Glazman [34] 和 Simes [71] 之 
Ja, Lidskii [46]- [48], Gohberg [31], Mcleod [58]- [59], Race [63]- [69], Kamimura [40], Fleckinger 
[29], Ednums, Evans [21] 等 在 不 同 程度 上 给 出 了 工 自 伴 微 分 算 子 谱 是 离散 的 一 些 判别 条 
fr, 同时 也 得 到 了 关于 二 自 伴 微分 算 子 特征 问题 的 相关 结论 . 20 世 纪 末 21 世 纪 初 期 , MI 
教授 , 尚 在 久 [81]- [82], 王 忠 [92]-[93], 杨 传 富 [102] 等 在 已 有 工作 的 基础 上 对 于 J- 对 称 微分 
算 子 谱 的 定性 、 定 量 分 析 进 一 步 做 了 大 量 的 研究 , 取得 了 丰硕 的 成 果 , 丰富 各 发展 了 J-El 
伴 微 分 算 子 的 谱 理论 (以 上 综述 部 分 的 材料 来 源 于 文献 ([78], [93]). 我 们 利用 算 子 的 方法 、 
分 析 方 法 和 直 和 分 解 的 方法 , 研究 了 一 类 具 复 指数 系数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 的 谱 , 得 到 
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了 微分 算 子 系数 的 实 部 与 虚 部 都 非 负 是 算 子 的 谱 是 离散 的 一 个 充分 条 件 ; 进一步 得 到 了 
微分 算 子 系数 的 实 部 与 虚 部 满足 一 般 条 件 时 其 谱 是 离散 的 一 些 充分 条 件 . 另外 , 还 研究 了 
具 复 寡 指 积 系 数 、 复 欧 指 积 系数 的 J- 对 称 微分 算式 生成 的 算 子 谱 的 离散 性 , 得 到 了 J-A 
伴 微分 算 子 系数 的 实 部 或 虚 部 满足 某 些 条 件 时 其 本 质谱 是 空 集 , BU I-A aR FS 
是 离散 的 . 


1.4 ”本文 的 结构 和 主要 结果 


本 文 主要 围绕 不 连续 奇异 微分 算 子 的 谱 及 具 特 殊 系 数 微分 算 子 谱 的 离散 性 展开 研究 . 
本 文 共 分 七 章 , 第 一 章 绪论 , 叙述 本 文 所 研究 问题 的 背景 及 本 文 的 主要 结果 ; 第 二 章 是 文 
中 所 涉及 的 主要 基本 概念 及 基本 性 质 ; 第 三 章 研 究 正则 端点 处 边界 条 件 含 特征 参数 且 具 
有 转移 条 件 的 奇异 Sturm-Liouville 问 题 ; 第 四 章 研究 两 个 边界 条 件 都 含 特征 参数 的 不 连续 
奇异 Sturm-Liouville 问 题 ; 第 五 章 研究 边界 条 件 都 含 特征 参数 且 具 有 限 个 不 连续 点 的 奇异 
Sturm-Liouville 问 题 ; 第 六 章 研究 具 特 殊 系 数 偶数 阶 微分 算 子 谱 的 离散 性 ; 第 七 章 研究 具 
特殊 系数 二 对 称 微 分 算 子 谱 的 离散 性 . 

本 文 的 主要 结果 : 

(一 ) 应 用 算 子 方法 和 函数 论 的 方法 , 研究 了 正则 端点 处 边界 条 件 含 特征 参数 且 一 个 
内 点 处 具 转 移 条 件 的 奇异 Sturm-Liouville 算 子 问 题 , 结合 转移 条 件 定 义 新 的 内 积 ， 把 所 研 
究 的 问题 转换 成 一 个 直 和 Hilbert 空间 中 相应 的 奇异 算 子 问题 , 在 此 空间 下 得 到 了 新 算 子 
是 自 伴 算 子 , 它 的 特征 值 与 所 研究 问题 的 特征 值 是 一 致 的 . 通过 所 研究 问题 的 基本 解 , 获 
得 了 其 特征 值 是 实 的 全 多 有 了 进 一 
步 给 出 了 所 研究 问题 特征 值 的 渐 近 公式 . 

(一 ) 研究 了 两 个 边界 条 件 含 特征 参数 的 不 连续 奇异 Sturm-Liouville 算 子 的 谱 , 通过 
构造 一 个 新 Hilbert 空间 , 把 所 研究 的 问题 转换 成 新 空间 下 相应 的 算 子 问题 , 得 到 了 该 算 
子 是 目 伴 算 子 ; 通过 给 定 的 边界 条 件 , 将 特征 值 问 题 转化 为 判别 函数 的 零点 问题 , 得 到 了 
其 特征 值 的 相关 性 质 并 给 出 了 其 特征 值 的 渐 近 公式 . 

(=) 讨论 了 边界 条 件 都 含 特征 参数 且 具 有 有 限 个 不 连续 点 的 奇异 Sturm-Liouville 算 
子 的 谱 , 结合 转移 条 件 构造 直 和 Hilbert 空间 , 将 所 研究 的 问题 转换 成 新 空间 下 的 算 子 问 
题 , 得 到 了 该 算 子 是 自 伴 算 子 , 其 特征 值 是 实 的 至 多 可 数 个 且 下 方 有 界 的 ; 通过 所 研究 问 
题 的 基本 解 , 给 出 了 其 特征 值 的 渐 近 公式 . 

(JU) 研究 了 有 具 实 寡 指 积 系数 、 实 欧 指 积 系 数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 的 谱 , 运用 算 子 
分 解 与 二 次 型 比较 的 方法 , 得 到 当 微 分 算式 的 系数 在 一 定 的 条 件 下 时 该 类 微分 算 子 所 有 
自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 ; 

CR) 研究 了 一 类 具 一 般 系 数 的 对 称 微分 算式 生成 的 微分 算 子 的 谱 , 得 到 该 类 微分 算 
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子 无 论 末 项 和 首 项 系数 按照 某 种 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 其 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 ， 
还 是 中 间 项 系数 按照 一 定 的 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 也 可 决定 其 所 有 自 伴 扩张 的 谱 的 离散 
性 . | 
CN) 研究 了 一 类 具 复 指数 系数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 的 谱 , 当 微 分 算 子 系数 的 实 部 
与 虚 部 都 非 负 时 , 得 到 了 该 算 子 的 谱 是 离散 的 充分 条 件 ; 进一步 得 到 了 微分 算 子 系数 的 实 
部 与 虚 部 在 某 些 特定 的 条 件 下 其 只 有 离散 谱 . 

(E) 研究 了 具 复 大 指 积 系数 、 复 欧 指 积 系数 的 J- 对 称 微分 算式 生成 的 算 子 的 谱 , 得 
到 了 于 目 伴 微分 算 子 系数 的 实 部 或 虚 部 满足 某 些 条 件 时 其 本 质谱 是 空 集 , 即 J- 自 伴 微分 
算 子 的 谱 是 离散 的 . 

本 文 处 理 问题 的 基本 方法 : 

(一 ) 对 于 二 阶 不 连续 奇异 微分 算 子 谱 分 析 的 研究 , 采用 的 方法 是 结合 边界 条 件 定义 
HAM Hilbert 空间 , 将 所 研究 的 问题 转化 成 新 空间 下 相应 的 算 子 问题 . 这 种 方法 是 处 理 不 
连续 正则 微分 算 子 谱 分 析 的 基本 方法 , 而 我 们 将 其 应 用 到 二 阶 不 连续 奇异 微分 算 子 谱 分 
析 的 研究 上 , 得 到 了 不 连续 奇异 微分 算 子 谱 的 相关 性 质 . 其 研究 的 意义 是 通过 特征 值 的 渐 
近 公 式 可 以 为 相关 的 数值 计算 提供 理论 支持 . 

(=) 对 于 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 研究 , 广泛 采用 的 方法 是 算 子 法 和 分 析 法 . 我 们 同样 
利用 这 些 方 法 研究 了 几 类 具有 特殊 实 系数 的 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 及 一 些 具 有 特殊 复 
系数 的 J- 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 , 得 到 了 所 研究 问题 的 谱 是 离散 的 一 些 充 分 必要 条 件 . 
其 主要 目的 是 通过 具有 特殊 系数 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 研究 为 具有 一 般 系 数 微分 算 子 谱 
的 离散 性 统一 框架 的 建立 提供 相关 的 信息 . 


第 二 章 ”基本 概念 及 基本 性 质 


为 了 方便 阅读 本 文 , 本 章 给 出 文中 所 涉及 的 主要 基本 概念 以 及 相关 性 质 , 其 来 源 于 文 
BK [13], [14], [34], [74], [103]. 


2.1 基本 概念 
本 节 给 出 文中 所 主要 涉及 的 基本 概念 . 


定义 2.1.1 设 开 是 复线 性 空间 , 如 果 对 任意 的 z,y c H, 都 有 一 个 复数 (z,g) 与 之 对 应 ， 
并 且 满 足以 下 性 质 : 


(1) (z,z) 20, (2,2) 20 ER 3$ z —0 (ER); 

(2) (c+y,z) = (2,2) + (y, 2) (可 加 性 ); 

(3) (oz, y) = o(z,y) (FRE); 

(4) (z,y) =(y,2) (FRB), 

其 中 acc, WH (zy) A z 与 y 的 内 积 , 定义 了 内 积 的 空间 H 称 为 内 积 空间 . 
定义 2.1.2 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空 间 . 


定义 2.1.3 A T ZLÉ Hilbert 空 间 H 中 的 闭 稠 定 线性 算 子 , T* 表示 人 XÉT. 
车 全 CT*, WAT ZH FRY; ST = T*, MAT ZB Ew. 


定义 2.1.4 定义 域 DT) 在 Hilbert 空 间 中 H 稠 定 的 算 子 T HA LHRH, 如果 对 于 
H PORK J, 有 JTJ c T", RPT X T HRAT, Jf(z) = f(z). 特别 地 , 当 
JTJ =T* 时 , AMAF T HA AREF. 


定义 2.1.5 iX Ti, T) 是 Hilbert 空 间 H 中 的 对 称 (或 对称) EF, X T c T», MAK To 
FET, 的 一 个 对 称 (或 J 对 称 ) 扩张 . 


定义 2.1.6 设 卫 是 对 称 (或 对称) BF, T 是 自 伴 (或 I-A) BT, X m CT, WA 
T) X T, 的 一 个 自 伴 (或 I-A) 扩张 . 


定义 2.1.7 ik X,Y 是 Banach Zi, T: X 9 Y 是 一 个 线性 算 子 , 如 果 对 于 X 中 的 任何 
有 界 子 集 A, T 关于 的 值 域 的 闭 包 了 (4) 是 紧 的 , WAT 是 一 个 紧 的 线性 算 子 , 或 称 全 连 
续 算 子 . 


定义 2.1.8 KT X Hilbert 空 间 H 中 的 闭 对 称 线 性 算 子 , ASA £0) 是 一 个 复数 , WHT 
空间 家 (人 一 AT) 上 +， 员 (人 一 AD) 为 全 的 亏空 间 , 其 中 A.) 表示 算 子 的 值 域 . 我 们 把 亏空 间 
R(T —AI)*, MT — AD) 的 维 数 分 别 记 为 dt, d`, WAR def T = (d, d+) 为 闭 对 称 线性 算 
FT OTTER. 


下 面 我 们 引入 线性 算 子 预 解 集 和 谱 集 的 相关 定义 . 


定义 2.1.9 KH X Hilbert, T ŽA H 8] HMA. S OT) 表示 算 子 全 的 定 
义 域 , 并 假设 OT) HH 中 稠密 . NAAT 的 正则 点 ,如果 A-T 的 值 域 在 H 中 稠密 ， 
且 其 逆 算 子 (M-T 为 有 界线 性 算 子 . 这 样 的 和 的 全 体 称 为 算 子 T 的 正则 点 集 (或 称 
预 解 集 ), 记 为 pT), PP 


AT) -(AeC:Ar- T X€——8, MAI 一 T) E H PAF, 
(AT 一 T)-! 是 有 界线 性 算 子 }. 


在 复 平面 中 ,正则 点 集 的 补 集 称 为 算 子 T 的 谱 集 o(T)， Fe 
o(T) =C\ p(T). 
复数 集 o(T) 中 的 点 称 为 算 于 了 HA. 
一 般 地 , BE c(T) 可 分 类 为 点 谱 o, (T), 连续 谱 ce(T) 和 剩余 谱 or(T)， 
e(T) = o,(T) U os(T) U o (T), 
其 中 


op(T) ={AEC: AI - T Hé——1H), 
e,(TD)-(AeC:Ar- T dé—— H, 但 是 (AI — T) YE H PRR}. 


oc(T) (Ae C: M-T 是 一 一 的 , 2AL — T) dE H PRA, 
但 是 (AI — T)! 是 无 界线 性 算 子 }. 


我们 把 A € oT) RAAT T 的 正则 点 , 把 和 eo,(T) RAAT T 特征 值 或 本 征 值 . 
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定义 2.1.10 设 入 为 了 特征 值 , 则 (AI — T)y = 0 的 非 平凡 解 y 称 为 T 的 特征 元 素 . 


定义 2.1.11 ik T X Hilbert 空 间 HLH AHF, 则 把 谱 集 oT) 中 的 全 体 聚 点 和 无 限 
重 的 孤立 的 特征 值 点 所 组 成 的 集合 称 为 T 的 本 质谱 , 记 为 oe(T) . 

本 质谱 在 谱 集 中 的 补 集 称 为 T 的 离散 谱 , 记 为 os(T) = o(T) \ oe(T), BP og(T) 是 全 
体 有 限 重 的 孤立 的 特征 值 点 所 组 成 的 集合 . 如 果 oe(T) = 内 则 称 人 的 谱 是 离散 的 . 


定义 2.1.12 点 列 {rn} WARRT T XF At Weyl 列 , 如 果 {rn} C DT), || £n = 1, 
{zn} kE] 0, 且 (T — AI)z, > 0 (n 2 oo). 


下 面 将 给 出 微分 算式 生成 的 微分 算 子 的 相关 概念 . 


定义 2.1.13 iX. Ly(z) = x ay(z)y( 是 区 间 T 上 的 微分 算式 , 称 PO 为 Ly(z) 
=0 
EBRD IX, 1H L*y(z). 如 果 L = L, 则 称 微分 算式 工 是 对 称 的 


注 2.1.1 偶数 阶 对 称 微 分 算式 的 一 般 形 式 为 


Ly = Y AY (ai (2))9)9, 


k=0 
其 中 是 ak(z) LE BR. 特别 地 , 二 阶 对 称 微分 算式 是 
Ly = —(p(z)y) + a(z)y, 


其 中 p(x) 和 q(z) ARA X ERK, 通常 称 这 个 微分 算式 为 Sturm 一 Liouville 算 式 . 


2.2 基本 性 质 
本 节 给 出 本 文中 基本 概念 的 相关 性 质 . 


引 理 2.2.1 若是 有 界线 性 算 子 ， 工 的 值 域 RT) 是 有 限 维 的 , OT 是 全 连续 算 子 (或 
紧 的 线性 算 子 ). 


引 理 2.2.2 ik X,Y 是 Banach Z), T ÆA X BY 的 线性 算 子 , 则 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 
(1) 人 是 全 连续 算 子 ; 

(2 4CX 是 一 个 有 界 集 , RI T(A) 包含 在 YY 的 一 个 紧 子 集中 ; 

(3 ACX 是 一 个 有 界 集 , 则 T(4) 包含 在 立 的 一 个 自 列 紧 的 子 集 之 中 ; 
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(4) FX 中 的 任何 有 界 点 列 {rn}, {Tzn} 中 包含 一 个 立 中 的 收敛 的 子 列 ; 

(5) SX 中 的 任何 有 界 集 A, T(A) E Y 中 的 完全 有 界 集 . 

引 理 2.2.3 T 的 亏 指 数 def T 仅 与 入 在 上 下 平面 的 位 置 有 关 ， 而 与 A 的 取 值 无 关 . 
引 理 2.2.4 iX T X Hilbert 空间 H 中 的 闭 对 称 算 子 , 其 亏 指 数 为 def T= (d-,d+), Xi 
(1) 了 存在 对 称 扩张 的 充 要 条 件 是 dod, £0; 

(2) 了 全 存在 自 伴 扩张 的 充 要 条 件 是 d =d; 

(3) 了 全 是 最 大 对 称 算 子 但 非 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 d ,df+ 中 恰 有 一 个 等 于 0; 

(4 工 是 自 伴 的 充 要 条 件 是 d = df =0. 


引 理 2.2.5 若 工 为 对 称 算 子 , WT 的 特征 值 为 实数 , 且 对 应 于 不 同 特 征 值 的 特征 元 素 相 
EEX. 特别 地 , 若 工 为 自 伴 算 子 , 则 工 的 特征 值 也 为 实数 , 且 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 
元 素 也 相互 正 交 . 


引 理 2.2.6 iX T X Hilbert 空间 五 上 的 自 伴 算 子 , 则 or(T) — 0. 

引 理 2.2.7 自 伴 算 子 T 的 谱 集 中 的 任意 离散 点 都 是 工 的 特征 值 . 

引 理 2.2.8 j& T X Hilbert 空间 HLM ART, 则 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 
(1) A€o.(T); 

(2) AAT KF 入 的 Weyl 列 ; 

(3) 对 于 Ve» 0, dimR(EX,, — Ex...) = oo. 


引 理 2.2.9 ( Lagrange 恒等式 ) 对 于 任意 的 y(z) € D(L),z(z) e D(L*), 有 
z(x)Ly(2) ~ y(2)L*2(e) = + [v2 (2), 


其 中 L*z(z) = —(pz'y (x) + dz(z) 是 Ly(z) = —(py) (x) + qy(z) MKRMFA 3- A, [yz](z) = 
p(yZ — y Z)(z) 是 半 双 线性 型 . 


引 理 2.2.10 ( Green AÑ) 对 于 任意 的 ye D(L),z € D(L*), 有 
b D SEN 
(Ly, 2) - (y, L'2) = É (Ly — yE*z)dz = [yz|(b) — [yzl(a). 
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引 理 2.2.11 


[ful(z) [fvl(z) 


= [fgl(z)[uv](z). 
aa 
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第 三 章 ”正则 端点 处 含 特征 参数 且 具 有 和 转移 条 件 的 奇异 


Sturm-Liouville 问题 


不 连续 的 Sturm-Liouville 问题 由 于 其 在 物理 上 的 应 用 背景 引起 了 人 们 越 来 越 多 的 研 
究 兴 趣 ， 比 如 质量 和 热量 转换 问题 、 绕 射 问题 通 常 都 会 归结 为 带 有 转移 条 件 的 Sturm- 
Liouville 问题 . 对 于 具有 转移 条 件 的 不 连续 Sturm-Liouville 问题 特征 值 的 相关 性 质 , 按 特 
征 函 数 展开 等 问题 已 为 很 多 数学 工作 者 所 关注 , 其 研究 主要 集中 于 不 连续 正则 微分 算 子 ， 
但 对 不 连续 的 奇异 微分 算 子 的 相关 研究 比较 少见 . 本 章 应 用 算 子 方法 和 函数 论 的 方法 , 研 
究 了 正则 端点 处 边界 条 件 含 特征 参数 且 一 个 内 点 处 具 转 移 条 件 的 奇异 Sturm-Liouville 算 
子 问题 , 结合 转移 条 件 定义 新 的 内 积 , 把 所 研究 的 问题 转换 成 一 个 新 直 和 Hilbert 空 间 中 
相应 的 奇异 算 子 问 题 , 在 新 空间 下 得 到 了 该 算 子 是 自 伴 算 子 , 它 的 特征 值 与 所 研究 问 的 特 
征 值 是 一 致 的 ; 通过 所 研究 问题 的 基本 解 , 获得 了 其 特征 值 是 实 的 至 多 有 可 数 多 个 且 下 方 
有 界 及 特征 值 刚 好 其 判别 函数 的 零点 . 进一步 给 出 了 其 特征 值 的 渐 近 公式 . 


3.1 基本 问题 
考虑 对 称 微分 方程 

Ly := —(p(z)y) + a(z)y = M, zEI, (3.1.1) 

和 依赖 于 特征 参数 的 边界 条 件 
Liy := A(al1V( 一 1) — airy (一 1)) — (a21y( 一 1) — o22'(—1)) = 0, (3.1.2) 
Loy := a|yyi] (1) + b[yy2] (1) = 0, (3.1.3) 

及 z= 0 处 具有 转移 条 件 

Lay := piiy(04-) + pi2y (0+) — 6119(0—) — 012) (0—) = 0 (3.1.4) 
Lay := pary(0+) + p22y (0+) — 0219(0—) — 022y (0—) = 0 (3.1.5) 


所 生成 的 微分 算 子 问题 , 其 中 了 = [-1,0) U (0,1), p(x) = 1/p2, x € [-1,0), p(x) = 1/p2,x € 
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(0,1) 是 正 实数 ; q(z) € L1(1, R), A e C 是 复 特征 参数 ; 系数 aij, 05,05 € Rij = 1,2. TK 
限 (0+) = im, y(z) EEA BRAY. y, y 是 方程 -(p(z)y) + q(xz)y = 0 的 两 个 线性 无 关 解 且 


[yiy2](1) = 1. 
本 章 假 设 Ly 在 xz = 1 处 是 极限 圆 型 的 , X (3.1.2)-(3.1.5) 中 的 系数 满足 


031 O12 


Q11 O12 


ab#0, a= >0, p= >0, d= > 0. 


Q21 022 05i 822 


iE 3.1.1 由 于 Ly 在 点 z=1 处 是 极限 圆 型 的 , 则 由 引 理 2.2.9 和 引 理 2.2.10 知 , f gi Lydz, 
So yL*yidz 和 [yyi](0) 是 存在 的 , 故 [yy](1) FA. 同 理 , [yyz](1) 存在 . 这 说 明 边 界 条 件 
(3.1.3) 的 给 定 是 合理 的 . 


3.2 ”问题 的 自 伴 性 


在 区 间 I 上 平方 可 积 的 复 值 可 测 函 数 全 体 组 成 的 空间 H = ZL2[_1,0)U (0,1) 中 定义 
如 下 内 积 : 
0 1 
(f,9) = Op? J ED f onou Jem 
一 | 0 


其 中 
A = Bc € [—1, 0); fo = Bc € (0, 15g = 9,2 € [—1, 0); go 三 gL € (0, 1). 


在 线性 空间 H = Hi OC PE MAR: 
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0 1 c-r 0 
< FG >= 6p} | fead + op | f(e)ale)ae + Efo 


其 中 
{F = (f(z), fo) e H : f(x) € Hi, foe C} 
则 H 是 一 个 Hilbert 空间 . 
为 了 简便 记 : 
Bıy = any(—1) — oz2y(-1, BL yy = anry(—1) 一 al2y (一 1 


在 空间 H 中 定义 算 子 T, 其 定义 域 为 


D(T) = {Y € H: y(x), y (x) € 4Croc(( 一 1 0)), y(z). y (z) € 4Cioc((0, 1)), 
Ly € Hi, y(02), y (02) ÆA R, 
Ly = 0,1 = 1,2, 3, 4, yo = B' y}. 
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4 TY = (Ty, By), 则 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 可 以 写成 : 
TY =DY, 
其 中 Ty 一 Ly, Y= (y(z), B' iy) € D(T), y € Hj. 
TE, 我 们 可 以 在 Hilbert 空间 H 中 通过 方程 TY = AY 来 研究 问题 (3.1.1)-(3.1.5), 显 
然 , 我 们 有 


定理 3.2.1 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 与 算 子 了 的 特征 值 是 一 致 的 , 其 特征 函数 是 算 子 
T 的 相应 特征 函数 的 第 一 个 分 量 . 


定义 3.2.1 RANG W(f,g;z) = f(x)g'(z) — f'(x)g(z) HH f(x) Fe g(x) 的 Wronsky 行列 
AX. 特别 地 , RAN p2[fg](1) 记 作 为 W(f,g)(1).- 


定理 3.2.2 F T Ž Hilbert 空间 H 中 的 自 伴 算 子 . 
证 明 本 定理 的 证 明 分 以 下 三 个 部 分 : 
(1) 由 定理 4.0.7105 易 知 , DT) 在 H 中 是 稠密 的 . 
(2) 下 面 证明 工 在 五 中 是 对 称 的 . 
对 于 任意 的 FG € DT), 有 
0 EN 1 — 0 — € 
«TF,G»- 6p} | (rf()s(Daz + on} | (Tf()s(az + SB Bras 
—1 0 
由 分 部 积分 可 得 ， 
0 ae 0 
p J (T f (z))g(z)dz = p? f f(a) Tol@)de + W(f,3;0—) - W(f,g; 1) 
i = -1 
1 m 1 i 
p f (T f (z))g(z)dz = p? f f(zYTg(z)dz) + W (f, 9; 1) — W (f, g; 0+) 
0 0 
KE, 
< TF,G >=< F, TG > -0W(f,g)9 + PW (F, Dion + (Bf ag —B',fB-ig). (82.1) 
由 定义 3.2.1 和 转移 条 件 (3.1.4) (3.1.5) 知 ， 


0 
W(f,9;0+) = sW (f. g;0—). (3.2.2) 
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由 边界 条 件 (3.1.2)-(3.1.3) 和 引 理 2.2.11 可 得 
B_1fB’,g — B',fB.ig = oW(f,g;-1, W(f,g;1) =0 (3.2.3) 
将 式 (3.2.2)-(3.2.3) RAR (3.2.1) F, 得 
<TF,G>=<F,TG>. 


(3) 接 下 来 证 明 工 在 五 中 是 自 伴 的 . 
Bur T YE H 中 是 自 伴 的 , 只 和 需 证 明 对 于 任意 的 Fe D(T), 车 < Th,G >=< FW >, 
则 Ge D(T) B. TG = W, $ G = (g(x),h)?, W = (w(z),k)7, Bl: 


(I) gı, g1 € ACioc([—1,0)), 92, g2 € ACioc((0,1)), Lg € Hi; 
(II) h= BLg; 

(III) Log = L3g = Lag = 0; 

(IV) w(z) = Lg; 

(V) k= B.3g. 


WHEN FPeHoO0cD(T)H «TF,G»-« FW >, (Lf,g) = (f, w) 和 经 典 的 
Sturm-Liouville 理论 可 知 , (00 和 (IV) 成 立 . 
由 (IV) 及 任意 的 Fe D(T), <TF,G >=< FW > 等 价 于 


(Tf,9) + CRB = (f, Tg) + CRBS (3.2.4) 
”由 分 部 积分 得 
(Tf,9) = (f, Tg) + OW(f, g)l51 + oW (f, g)lo.-- "^ (3.25) 
将 式 (3.2.5) RAK (3.2.1) 得 ， 
PEB! f = OWS) + OWLS, Dib + SAB af (3.2.6) 


由 Naimark 补 缀 引 理 知 , 存在 F € D(T), 使 得 
[pg() = [fye](1) = f(0+) = f’(O+) = 0, f(—1) = œz, f'(-1) = an 


将 上 式 代 入 式 (3.2.6) 中 可 得 , (nxor. 同 理 可 得 , (VRZ. 
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FA Naimark 48 5| EET, 存在 F € D(T), 使 得 
f(O+) = f'(04) = f(—1) = f'(—1) =0, [fyi](1) = blyiy2], [fy2](1) = —a[pig2] 
将 上 式 代 入 式 (3.2.6) 得 , Log = 0. 同 理 可 得 , Lig = 0,1 = 3,4. 
& EPA, T Æ H PRESEN. 口 
推论 3.2.1 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 是 实 的 , HS M,A 是 它 的 两 个 不 同 的 特征 值 ， 


其 相应 的 特征 函数 分 别 是 u(z), v(z), MAAR <.,. 5g 下 是 正 交 的 , PP: 


—— 1 — ——— 
0p? f u(z)v(z)dz + pps I u(z)v(r)dz + 2 B! uB jv — 0. 
-1 0 


3.9 ”特征 值 的 性 质 


引 理 3.3.1 [103] 车 g(x) 是 区 间 (a,b) Li RERA, FA) gA) 是 给 定 的 整 函数 , 则 对 于 
任意 的 入 EQ, 方程 


Ly := —(p(x)y’)' + a(z)y = Ay, z € I = (a,b) 
存在 满足 如 下 初 值 条 件 的 唯一 解 y = y(z, A): 
u(a) = f(A), w'(a) = 9() 


且 对 于 zel,y(zA) 是 关于 AU BR. 


AY $i, := di(z, A) 是 方程 (3.1.1) 满足 初 值 条 件 
y(—1) = —a22 + Aaa, y’(—1) = —aa1 + Aan 
的 解 , 则 我 们 可 以 得 到 方程 (3.1.1) 满足 初 值 条 件 


piiy(0--) + pi2y (0+) = 91191(0 一 ,入 ) + 01201 (0—, A), 
poiy(0+) + p22y (0+) = 02191(0—, A) + 0259 (0—, A) 
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的 唯一 解 palz) := palz, A). 因此 , 在 区 间 7 = [71,0) u (0, 1) 上 定义 函数 : 


ó(z, A) = | $i(z, A); r€ [-1,0); 
$3), re (0,1). 


显然 , O(a, A) 满足 边界 条 件 (3.1.2) 和 转移 条 件 (3.1.4)-(3.1.5). 
同 理 , 我 们 可 以 定义 函数 : 


x | 人 
x2(z,A), x € (0,1) 


使 其 满足 边界 条 件 (3.1.3) 和 转移 条 件 (3.1.4)-(3.1.5). 

我 们 把 上 面 定义 的 两 个 函数 (m, A), x(x, A) 称 为 方程 (3.1.1) 在 区 间 7 = (71,0) U (0, 1) 
上 的 两 个 基本 解 . 

下 面 将 用 到 的 记号 : 


hy : = A(any(—1) 一 al2y (—1)) — (a21y(—1) — a22y (一 1)) 
lay : = alyy1](1) + blyy2](1)) 
lay : = p11Yy(0+) + p12y (0+) — O11Y(0—) — 612) (0—) 
lay : = p21Yy(0+) + p22y (0+) — O21Y(0—) — O22 (0—) 
lig: hxi hé» hxe 


l l l l 
W(X) = 201 lex1 l2p2 lexe 
laó1 laxi lsap2 laxa 


lagi lax1 lade laxo 


由 于 Sturm-liouville 问题 的 Wronsky 行列 式 W(d;, xa 2) 是 不 依赖 于 ze 了 因此 , K 
数 w := 了 三 (mxiiz) 是 入 的 整 函数 . 从 而 , 我 们 有 


定理 3.3.1 对 于 任意 的 AE C, wz(A) = Swi( 和 ). 


证 明 由 于 Wronsky 行列 式 W (do, xo; z) 是 不 依赖 于 z € 7 的 , 因此 ， 


p2(0+) x2(0+) 
42(0 十 ) x2(0+) 


w2( 和 A) = we(A)|z=0 = 
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由 转移 条 件 (3.1.4)-(3.1.5) A, 


$1(—-0) xı(—0) 
p1(—0) xı(—0) 


= e (A). 


w(A) = d p 


p 


定理 3.3.2 对 于 任意 的 Ae C, WA) = £30). 
WEBB 由 gile, A), xs(z, Ai = 1,2) WO) 的 定义 知 ， 


—(91161(—0) + 61201(—0)) piix2(+0) + e12x5 (1-0) 
— (62161 (—0) + 062201(—0)) p21x2(+0) + p22X2(+0) 
91191(—0) + 01291(—0) 611x1(—0) + A12x5(—0) 
0211(—0) + 0220, (—0) 621x1(—0) + 622x1 (—0) 


W(A) = —u1 (A)wa(A) 


= W1 (Ajwz (A) 


9? 3 
= 一 上 1 (À). 
p i( ) 


由 定理 3.3.1 知 , wz(A) 的 零点 与 w1( 和 ) 的 零点 是 一 致 的 , 因此 , 我 们 把 函数 
w(A) := wi (A) = Su), 
称 为 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 判别 函数 . 
定理 3.3.3 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 与 判别 函数 w(A) 的 零点 是 一 致 的 . 


证 明 首先 证 明 判 别 函 数 w(A) 的 零点 是 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 . 
ay w(Ao) = 0, 则 wi (Ao) 二 0. 因此 ， 函数 $2X (t). X2xg (T) 是 线性 相关 的 ， Rp 


$23, (T) = kxar9(x), x € (c,b),k AOE R. 


由 xoxo (x) 满足 边界 条 件 (3.1.3) 知 , 如 x(z) 满足 边界 条 件 (3.1.3). 故 $(z, A) 是 对 应 于 Ao 
的 特征 函数 , BA Ag 是 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 . 

接着 证 明 问 题 (3.1.1)-(3.1.5) OFFER SFIS) BH w(A) HER. 

者 Ao 是 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 任 一 特征 值 , W w(Xo) = 0. 下 面 利用 反 证 法 证 明 , 不 妨 
假设 No 是 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 , 而 w(ào) z 0. 
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设 uo(z, Ao) 是 对 应 于 特征 值 Ao 的 任 一 特征 函数 , 则 wo(z, Ao) 可 以 表 成 


didi(z, ^o) Taxi (z, ro), TE [a, c); 


uo(z, Ao) = 
do$»(z, ro) T €2X2(Z, Ao), zE (c, b), 


其 中 dj, do,e1,e2 至 少 有 一 个 不 为 零 . 
由 于 wo(z, Ao) 是 对 应 于 特征 值 Ao 的 特征 函数 , 因此 , wo(z, Ao) 满足 边界 条 件 (3.1.2)- 
(3.1.3) 和 转移 条 件 (3.1.4)-(3.1.5), 即 


Liuo(z, Xo) = 0, i = 1,2,3,4. 


由 w(Xo) 4 0 All, 上 面 方程 组 的 系数 和 矩阵 的 行列 式 W (Ao) = £u? (Qo) #0. 因此 , d; = d2 = 
el = e = 0, 这 与 di, do,e1,e2. 至 少 有 一 个 不 为 零 矛 盾 , 故 wl(Xo) = 0, BY w(Xo) = 0. 口 


定理 3.3.4 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 实 特征 值 是 下 方 有 界 的 . 
证 明 本 定理 的 证 明 见 下 节 注 3.4.1. 口 


3.4 特征 值 的 渐 近 公式 


定理 3.4.1 SA\=s8?,s=o0+ it, 则 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 基本 解 (m, A) 满足 如 下 积分 方 
f: 


dr , d 1 , d. 
zrn lz) = (—a22 + s 012) 1X cos pis(z +1) + T i +s 011) 37k sin pis(z + 1) 


rz qk 
+E | zrsinlpis(s ~ Ola (d6 


oe (022011 — 912921) ¢1,(—0) * (922012 — p12922)¢4,(—0) ca TN 
4 (011921 一 Pario ee — p21912) 4, (—0) e dns 


r Jk 
+2 f + [sin pos(z — 8)]a(€)oaa( db. 


KYPk=0,1. 
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证 明 HF gale) 是 如 下 初 值 问题 的 解 


—(p(z)y’)’ + a(z)y = Ay, ze [一 10) 
y(—1) = —a22 + Aaig, 
y(—1) = —021 + Aa, 


因此 , 我 们 可 以 把 i (x) 看 成 如 下 Cauchy 问题 的 解 : 


(p(z)y)' T s^y 一 q(z)óix(z, A), TE [一 1， 0) 
y(—1) = 一 Q22 + Aare, 
y (—1) = —a21 + Aa. 


应 用 常数 变易 法 可 得 ， 


1 : 
JiA(Z) = (—022 + s^o12) cos py s(x + 1) + "E + 52031) sinpis(z + 1) 


+P E sin pis(z — £)a(£) na (£)dt. 
对 上 式 求 导 可 得 ， 


pia (£) = —(—022 + s"o12)p1s sinpis(z + 1) + (—021 + 87011) cos pis(z + 1) 


tpi f J cos pis(x — €)q(t)dra(€)d€. 
由 a(r) 是 如 下 初 值 问题 的 解 


py" + s*y = q(x)ó2x(z), x € (0,1) 
piiy (4-0) + pi2y (+0) = 611613 (—0) + 6129, (—0) 
p21y (4-0) + pa2y/ (+0) = 021414 (—0) + 6259 , (—0) 


则 


phe (922911 — 912921) ¢1,(—0) + (p22012 — 912822), ,(—0) soaps 


p 
" (011921 — g21611)613 (—0) + (11022 — p21012)01 a (—0) 
P2ps 


n I  sinpos(z — £)a(£) za (£)d£. 
8 Jo 


sin p9sr 
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对 上 式 求 导 可 得 ， 
gx(z) = at — 9128021)61 (—0) + (022912 — p12022)614 (—0)] sin posx 
+ [Congo — p21911)$1,(—0) + (911022 — 921912) $1, (—0)] cos pzsz 
+3 | cospas(e - Oan (4€ 
[] 


定理 3.4.3 4 r=s87,8=6+it, 则 当 |A| — oo IF, BH 内 MX(z)(z = 1,2) 具有 如 下 渐 近 式 ， 
并 且 对 于 ce I =[-1,0)U(0,1] 是 一 致 成 立 的 : 


(1) 当 an#0 时， 


d* , d* i 
3x $1) = 028? dr TE cos p s(x 十 1) + O(\s|*te Itlpi( +1)) 


dk d* 
ak 0») = iL — p22012)pis° sin pis x r COS D28T + O(|s|*+2eltl(p +222), k — 0,1. 


(2) 3j 12 = 0 时 ， 


d* a d* 

ak PXT) = = ask sinpis(z + 1) + O(|s|FeP: e+), 

d* d* r 

qr $22) = — (fia — p12822)8” COs pis pg OSPE T O(|s| t Lei tp27)), k = 0,1. 


证 明 ”应 用 Titchmarsh 引 理 易 得 $1、 的 渐 近 公式 . 下 面 给 出 ga 的 渐 近 公式 , 其 中 
oy 是 满足 如 下 初 值 问题 的 解 : 


piiy(4-0) + pi2y (+0) = A11y(—0) + 012y'(—0), 
poiy(+0) + p22y (+0) = 621y(—0) + 022y (—0). 


将 an #0 B] diy 的 浙 近 式 代 入 上 式 并 注意 到 | sin z| = O(el’™!), | sin z| = ery 可 
得 ， 
a(z) = 75 pabi: — p12021)s? cos p15 — (922012 — p12022)pis? sin pl1s] cos pasz 
+ (nba = p21011)s COS P18 一 (11021 = p216)pis? sin pis] sin p9sz (3.4.1) 
+ n i sin pas(z — £)q(E)doa(E)dé + O(|s? e p22) 
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4 doy = |s[Pelll4922) F(x, A), B]. F(z, A) = [e| Seien goy, 
id M(A) = E F(z, A)|, 则 


1 
isi 
因此 , =4 |A| 一 oo 时 , M(A) = O(1), Blloz (z) = O(|s[Feltm +27) (|A| 一 oo), 并 将 其 代入 
(3.4.1) 中 可 得 (1) Pk=0 情形 关于 po。、 的 结论 . 
同 理 , 应 用 与 (1) 中 天 = 0 的 情形 相同 的 过 程 , 我 人 站 可 以 得 到 其 他 相关 的 结论 口 
应 用 与 定理 3.4.1 的 相同 的 过 程 , 我 们 得 


定理 3.4.8 令 入 =s2,s=5 十 让 WY |A| — oo 时, BR xa (z)(z — 1,2) 具有 如 下 渐 近 式 ， 
并 且 对 于 z ETI=[-1,0)U (0,1] 是 一 致 成 立 的 : 


M(A) < Mo(|(p22012 — p12022)p1| + 


d* bp» : d k,lt 

qox) = -g (P1222 一 022012)5 sin p28 cos pi sx + O(|s| el Kpztpiz)), 

d* d* — Lk Jltlpa(1—2) 

PELO = bk cos pos(z — 1) + O(|s| e ). 
KP =0,1. 
定理 3.4.4 4 A — 52,5 — 6-4 it, WH |A| 500 时 ,判别 函数 w(A) 具有 如 下 渐 近 式 : 
(1) 4 an 40, 


w(A) = m IPs —— =" (012022 — p22012)5* sin pis sin pos + O(|s|3eltlm: 22). 


(2) 当 ai —0 时 ， 


w(A) = -2u (912022 一 p22012)s° COS p,5 Sin pos + O(| s? e tp2)). 


WEBB 将 定理 3.4.2 和 定理 3.4.3 中 关于 palz), xa(z)(z = 1,2) 的 渐 近 公式 代入 w(A) 
中 即 可 得 到 本 定理 的 结论 , 这 里 不 再 袭 述 . t 


ik 3.4.1 (定理 3.3.5 的 证 明 ) 


证 明 ss Hs = it (t > 0) 并 将 其 代入 w(A) 中 可 得 , 25 £ 3 o0 Rf, w(A) = wt?) 一 oc. 
因此 , 34 A — t 充分 小 时 , w(A) A 0, 这 就 说 明 实 特征 值 是 下 方 有 界 的 . 口 


定理 3.4.5 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 至 多 有 可 数 多 个 , HY n oo 时 , 其 特征 值 渐 近 
式 有 如 下 两 类 : 
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(1) 当 Q12 #0 时 ， 


JA t 


n+ Ol) AX, = 7— OC), 


(2) 3 aœ = 二 0 RF, 
y= Piroli sym = *- 


证 阴 (1) 34 an Z 0 时 , & w(A) =w*(A) - a(), Bil 


ipeo 


o(4) = O(|s|* eP: +22), 


a 
w*(r) = pe — — 7 (12022 一 p22012)s4 sin p1s sin pos. 


下 面 我 们 应 用 熟知 的 Rouché 定理 , MÆ f(s),g(s) 在 封闭 曲线 T = T, UT: 


T, = (A = sl lo] = 


41 
it, 0<t<—7)}, 
1 pi 


n+ 
I" = (A— s^| lol < " 2, t= 7} 
1 


Di 


内 解析 , A f(s) < g(s), 则 f(s), g(s) + f(s) 在 封闭 曲线 Tv 内 具有 相同 个 数 的 零点 . 显然， 
在 曲线 D, A, 有 w*(A) >al). 

W do XA Xo 是 w(A)=w*(A)+a(A) HER, AA, = 32. 不 妨 假设 在 曲线 FT。 内， 
有 sinpzs # 0, MÆ Fn 内 部 w*(A) 的 零点 是 0, (4), (22?,..., (252, 其 个 数 为 n+1. A 
此 ,在 [-(n + 33, (n - 1] A, w(A) 有 且 仅 有 nn 十 1 CFA, 这 说 明 w(A) 有 且 仅 有 可 数 个 
孤立 的 零点 . 

& JM, = Bint ôn, lôn < a, WH n — o hi, K VARAA) P, 得 snmin = O(1). 
从 而 , pidn = 0(2), BH 6, = O(1). 故 Jr, = S10 + O(1). 

同 理 ， Vk AR eh OR. Ie 


» nl 1 
An = p2 7 O(-). 


综 上 所 述 得 : 
当 015 #0 时 , 问题 (3.1.1)-(3.1.5) 的 特征 值 的 渐 近 式 为 


7 _n-l 1 , n-1l 1 
yn = - x O(—) 或 X = = 7 - O(-). 


(2) 应 用 与 上 面相 同 的 过 程 , 我 们 可 得 情形 (2) 的 结论 . D 
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第 四 章 两 个 边界 条 件 含 特征 参数 的 不 连续 奇异 Sturm-Liouville 
问题 


在 前 一 章 的 基础 之 上 , 进一步 研究 两 个 边界 条 件 中 都 含 特征 参数 且 在 区 间 内 部 具有 
一 个 不 连续 点 的 奇异 Sturm-Liouville 问题 , 通过 构造 一 个 新 Hilbert 空间 , 把 所 研究 的 问 
题 转换 成 此 空间 下 相应 的 算 子 问题 , 得 到 了 该 算 子 是 自 伴 算 子 ; 通过 给 定 的 边界 条 件 , 将 
特征 值 问题 转化 为 判别 函数 的 零点 问题 , 得 到 了 其 特征 值 的 相关 性 质 ; 通过 其 问题 的 基本 
fig, 给 出 了 其 特征 值 的 渐 近 公式 . 


4.1 基本 问题 
考虑 对 称 微分 方程 
Ly := —(p(x)y')  a(z)y = M, rel, (4.1.1) 
和 依赖 于 特征 参数 的 边界 条 件 

Liy := Moy(0) 一 al2y (a)) — (a21Y(0) — a22y (a)) = 0, (4.1.2) 
Loy := MBiilyy1](b) — Bi2lyye](b) + (Bar lyy](b) — 822|uya] (b) = 0, (4.1.3) 

及 在 内 部 ce (a,b) 处 具有 转移 条 件 
Lay := y(c*-) ^ niy(c—) ^ moy (c-) = 0 (4.1.4) 
Lay := y' (c+) — yary(c—) — ooy'(c-) = 0 (4.1.5) 


所 生成 的 微分 算 子 的 渐 近 分 析 , AEP I = [a c)U(c, 6), p(x) = 1/p?, x € [a,c), p(x) = 1/p3, 2 € 
(c,b) 是 正 实数 ; g(x) € L(I, R), Ae C 是 复 特征 参数 ; 系数 aij, Bij Nij € Rij = 1,2. 极限 
y(c+t) = lim ytz) 是 有 限 的 . B yy 是 方程 ~(p(z)y) + a(z)y = 0 的 两 个 线性 无 关 解 且 
满足 [y1y2] (b) = 1. 
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本 章 假设 Ly 在 xz = 处 是 极限 圆 型 的 且 式 (4.1.2)-(4.1.5) 中 的 系数 满足 


Bu Bie 
Bor 22 


Yıl 7Y12 
?2l V22 


_ | al O12 


>0, B= > 0. 


>0,7= 


C21 Q22 


注 4.1.1 由 于 Ly 在 点 z=b 处 是 极限 圆 型 的 , 则 由 引 理 2.2.9 和 引 理 2.2.10 知 , f’ yiLydz, 
SP yL*yidx 和 [yyi](e) 是 存在 的 , 故 [ij( FE. 同 理 ，[yy2](b) 存在 . 因此 , 边界 条 件 
(4.1.3) 的 给 出 是 有 意义 的 . 


42 问题 的 目 伴 性 
在 区 间 7 上 平方 可 积 的 复 值 可 测 函 数 全 体 组 成 的 空间 豆 = Le 中 定义 如 下 内 积 
c Im b 
< f,9 >m= Pi f f(z)g(z)dz + p3 f f(z)g(z)dz, Vf, g € L"(1), 
其 中 
filz) = f(x)lzefa.c), f2(z) = f()|ze(cp): 
在 线性 空间 H =H © C? PE MAB: 
< FG >H>=< f.9 2H, +~ fog T 3 nodi. 
其 中 
F= (f, fo, foo), G m (9. 90, 900) € H, fo, go, foo, 9oo € C, 

则 E 是 一 个 Hilbert 空间 . 


为 了 简便 记 : 


Bay = a21y(a) — o22y (a), Bay = ally(a) 一 al2y (a)， 
Boy = Pai lyy] (b) — 8z2[yy2] (b), Biy = Bri lyys](b) — Bialyye] (b). 


在 空间 H 中 定义 算 子 T, 其 定义 域 为 


D(T) = {F €H: h (x), fi(z) € 4Cioc([a， c))f2(z), falz) € ACiec((c, b)), 
Lf € Hy, f (c£), f(c) EAR, 
Lif = 0,2 = 1, 2, 3,4, fo = B, f, foo = Byf}. 
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4 TY = (Ty, Bay, Boy), 其 中 Ty = Ly, 则 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 可 以 写成 
TY = AY, 


其 中 YY = (y, By, By). 
于 是 , 我 们 可 以 在 Hilbert Z] H 中 通过 方程 TY = AY 来 研究 问题 (4.1.1)-(4.1.5), Œ 
然 , 我 们 有 


定理 4.2.1 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 与 算 子 T 的 特征 值 是 一 致 的 , 其 特征 另 数 是 算 
FT 的 相应 特征 函数 的 第 一 个 分 量 . 


定义 4.2.1 Ade W(f. gia) = f(z)g' (x) — f'(z)g(z) 称 为 f(z) 和 g(x) 的 Wronsky 行列 
式 . 特别 地 ， 我 们 把 palfg](b) 记 作 为 W(f, g)(b). 


定理 4.2.2 F T X Hilbert Z H 中 的 自 伴 算 子 . 
证 明 本 定理 的 证 明 可 以 参看 定理 3.2.2 的 证 明 过 程 . 口 


推论 4.2.1 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 是 实 的 , HS M,A 是 它 的 两 个 不 同 的 特征 值 ， 
其 相应 的 特征 函数 分 别 是 ul) vlr), MAAR < .> 下 是 正 交 的 , Bp: 


c b 
yp? n uividz + ps f ugvedz + 1B uB;v + 5 BouByo =Q. 
a c 


4.3 ”特征 值 的 性 质 


引 理 4.3.1 [103] Æ g(z) 是 区 间 (a,b) L KERK, F(A), g) 是 给 定 的 整 函数 , 则 对 于 
任意 的 NCC, 方程 
Ly := —(p(z)y' + q(z)y = Ay, x € (a,b) 


存在 满足 初 值 条 件 
| yla) = f(A), v'(a) = g(A), 


的 唯一 解 y = ylz, à), 且 对 于 ze (a,b), y(z, A) 是 关于 入 HR BAR. 
令 dq := o1(2,A) 是 方程 (4.1.1) 满足 初 值 条 件 


y(a) = 一 Q22 + A032, y (a) = 一 Q21 + Aall 
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的 解 , 则 我 们 可 以 得 到 方程 (4.1.1) 满足 初 值 条 件 


y(c+) — miy(c-) 一 y12y (c 一 ) = 0, 


y (c+) — yary(c—) 一 ?22y (c—) = 0 


的 唯一 解 oy. 因此 , 在 区 间 I= [a, c) U (c, b) 上 定义 函数 : 


ó(z, A) = Pir; rE [a, c); 
aj, T€ (c, b). 


GEIR, ó(z, A) 满足 边界 条 件 (4.1.2) 和 转移 条 件 (4.1.4)- (4.1.5). 
同 理 , 我 们 可 以 定义 函数 : 


Xia, t€ [a,c); 
x(z, A) = 
X2A， c € (cb). 


使 其 满足 边界 条 件 (4.1.3) 和 转移 条 件 (4.1.4)-(4.1.5). 

我 们 把 上 面 定义 的 两 个 函数 (x, 入), x (m, 入) 称 为 方程 (4.1.1) 在 区 间 I = [a,c) U (c, 0) 
上 的 两 个 基本 解 . 

由 于 Sturm-liouville 问题 的 Wronsky 行列 式 W (6; xi; z) 是 不 依赖 于 z € I, 因此 , K 
数 wi := W (Qi, xir) FE A KERA. 从 而 , 我 们 有 


定理 4.3.1 对 于 任意 的 A € C, wA) = man). 
WEBB 由 于 Wronsky 行列 式 W ($2, xo; 2) 是 不 依赖 于 z € I, 因 此， 


加 (十 ) x2(c+) 
go( 十 ) X2(c 十 ) 
yp1(c—) + *261(c7) moa(e-) + maxi(e-) | 
Y2191(c—) + *2241(c—) ?21Xi(c 一 ) 十 ?722X1(c 一 ) 


w2(A) 一 w2(A)|z=c+ = 


= yw (à). 


由 定理 4.3.1 知 , wz(A) 的 零点 与 wi(A) 的 零点 是 一 致 的 , 因此 , 我 们 把 函数 


w(A) := we(A) = ywi (4), 
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称 为 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 判别 函数 . 
定理 4.3.2 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 恰 好 是 判别 函数 w(A) HEA. 


WEAR 必要 性 者 w( 和 0) = 0, W wilo = 0. 因此 , 函数 oalr), xaT) 是 线性 相关 的 ， 
即 


fo2xo(Z) = kx2r9(x), x € (c,b),k #0 E R. 


由 xzxo(z) 满足 边界 条 件 (4.1.3) 知 , paolr) 满足 边界 条 件 (4.1.3). W O(a, A) 是 对 应 于 Ag 
的 特征 函数 , 即 Ao 是 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 . 

充分 性 大 No 是 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 , Molo) = 0. 下 面 利用 反 证 法 , 假设 Ao 
是 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 , 而 w(Ao) Æ 0. | 

Vtuo(z, Xo) 是 对 应 于 特征 值 Xo 的 任 一 特征 函数 , 则 wo(z, Ag) 可 以 表 成 


dgi(z， Ao) + eixi(z, ào), TE [a, c); 


uo(z, Ao) = 
| doó»(z, Ao) + ezx2(2, Ao), x € (c, b), 


其 中 di, dz,e1, ez 至 少 有 一 个 不 为 零 . 
由 于 uo(z, Ao) 是 对 应 于 特征 值 Ao 的 特征 函数 , 因此 , wo(z, Ao) 满足 边界 条 件 (4.1.2)- 
(4.1.3) 和 转移 条 件 (4.1.4)-(4.1.5), RẸ 


Ljug(z, ào) = 0, i = 1,2,3,4. 


由 w(Ao) #0 Ail, 上 面 方程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 W (Ao) : 


Lip: Lixi Lióo Lixo 

L L L L 
Wo) = 291 Lexi Loo Loxo 

I3¢1 Laxi L3¢2 Laxo 


L4ói Laxi Laz Lax 

71191(—0) + 51201(—0) x2(+0) 
21 91(—0) + 4220, (70) x5(+0) 
711 91(—0) + 51261(70). 1x1 (—0) + maxi (70) 
y2191(~-0) + 52201(—0) ?21X1( 一 0) 十 722X1( 一 0) 


= Wi (Ao)w2 (Ao) 


= u1(Ao)wz(Ao) 


= x*w? (Ao) # 0. 
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因此 ， dı = d» 二 el = €? = 0, 这 与 dj, d2, €1, €2 至 少 有 一 个 不 为 零 矛 盾 ， 故 w1(AX0) = 0. 口 
定理 4.3.3 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 是 下 方 有 界 的 . 


WEAR 本 定理 的 证 明 见 注 4.4.1. 口 


AA 特征 值 的 渐 近 公式 


[— 


定理 4.4.1 4 r=8?,s=o+ it, 则 问题 (4.1.1)-(4.1.5) ORAM olr, A) 满足 如 下 表达 式 : 


d* 2 d 
qs 0n) 一 (一 a22 + 8 012) 4 cospis(z — a) 
1 CARS ON 
+ p,s V an +s O11) Tk sin pis(z — a) 


4 PL Es sinpis(z — €)q(€)dia(E) dg; 


Z gala) = Cin (c) ada (62) s cospas(s — c) 
+E ngalo- tado (67) Ag sin pose — o) 
+2 [ E sinpsle— AEAEE, 
#Fk=0,1. 
证 明 本 定理 的 证 明 可 以 参看 定理 341 的 证 明 过 程 , 这 里 省 略 n 


定理 4.4.2 A A — 52, 5 — 6 it, WH |A| 500M, BR piale) = 1,2) 具有 如 下 渐 近 式 ， 
并 且 对 于 ze7= U (c, b] 是 一 致 成 立 的 : 


(1) 当 ai #0,y12 20 时 ， 


E 2 dË = 


k 
£ 天 9 加 A(Z) = 一 G12712p1 sin pls(c 一 a)s = 34 x cos pos(z — c) + O([s|**2eltlG (c7) *p2(2—9)), 


(2) 3i 01220,5353 20 时 ， 
d* 
qk Piatt) = 0128 


d* irs d* . - - 
drk -góa lz) —o1Y»piP2 ! sin pis(c — a)s 天 sin pos(z — c) + O(| s|** Leltioi (c a)+p2(z 9), 


k 
‘= z cos pis(z — a) + O(|s|k+leltlpl(z-a)); 
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(3) 3 01520,9512 £0 RT, 


k 


d 

io xp d. 

i z $1 (z) = api s- si 

z ipis, po pis(z — a) + O(| s |Feltles (z—a) ); 


d 
gk 925 (2) = 0211712 cos pis(c 一 Dd c 
dr os pos(z — c) + O(|s|*t tell: (e72)*p2(279)) 


4 L] 54 
( ) 当 Q12 = 0, %12 =0 BT, 
d* 
Eod _ EN. 
d zolz) = Qp] s- si 
di pi 5s Tg sin pis(z — a) + O(|s|Feltale—2)) 
pm $23 (z) = o11122p5 cos is (c — 2 si 
i, Sin pas(z — e) + O(|s|*eltl(e1(c-a)+p2(2—<))) 


其 中 kk =0,1. 


证 阴 i > 


定理 4.4.3 4 r= 8? 
= s2, s 二 6 十 认 , 则 当 | 一 oo Bf, è l 
并 且 对 于 zeT= [o U (c,b) 是 一 致 成 立 的 ne eee tee 


(1) 3i B #0,%⁄2 #0 RT, 


dk jk 
k X24 = B a M + 一 
E T 128 ak cos pos(b — x) + O(\s|* 1 oltlp2(b 2). 
drk Xa (x) = 一 012712p27 1 33 sin pos(b — ps 十 | 
Irk cos p1s(c x) + O(\s\* 2 ot (pa(b—c)-mi (c 2)) 


(2) 4 8:5:40,5:5 20 Rf, 


ENC = fias" E 
s 128 E cos pos(b — x) + O(|s|**1eltlp2(6—2)). 


x) = fixvuip?(ypi)  s^sinpos(b — c) — sinpis(c — x k+ b—c)+ 
ok ) + O(|s|** !eltlio2 67) 01(72))) 


(3) 3 8,520,553 40 RT, | 


d* 
k 
— Xa (z) = fu»! d 
s 11P2 $-k sin pos(b — x) + O(| s|*eltlp2(5—2)). 


d* 
dxk XIA(Z) = Buney is cos pos(b e ae cos 
y; COSP1s(C— x) + O(|s|**1eltlioz 67-9 (6-2) 
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(4) 4 b2 =0, %2 =0 时 ， 


d* a.d. a 
Fak XT) = up E sin pos(b — x) + O(Jsl*e 00679); 

d* . i d* 

qr X(T) = —ßı1 y1 (Yp1) “s cos p2s(b 一 c) Tok sinpis(c — x) + O(|s|¥Feltl(P2(b-c)+p:1(e-2))), 
KPk=0,1. 


WEBB 利用 与 定理 3.4.1 和 3.42 相同 的 方法 , 易 得 关于 xix(z), = 1,2 HATA, 这 里 
A7 IR. 口 


定理 4.4.4 A A— $2, 8 — 6 it, 则 当 [Al 2 oo 时 ,判别 函数 w(A) 具 有 如 下 渐 近 式 : 
(1) 当 aw 40, Bie Z 0,513 #0 RT, 


w(A) = —a12F1271271p28° sin p1s(c — a) sin pos(b — c) + O(|s|seltltp: (c—a)+p2(b—°))), 


(2) 当 12 Æ 0, Bi2 x 0, y12 =0 时 ， 


w(A) = al2Bl2m22p1s5sinpls(c 一 a)cospos( — c) + O(|slseltln: (c—a)+p2(b—c)))_ 


(3) 4 ar £0, Bio =0, "12 #0 RT, 


w(A) = 012811712918" sinpis(c 一 a) cos pos(b 一 c) + O(|s|tel#l@1(c—4) +P 2(b-e))) 


(4) 4 an £0,fPi2 =0, 712 2 0 RT, 


w(A) = o128111220195 lst sin pis(c — a) sin pos(b — c) + O(|s|3elt(p: (ea) +P2(b—e)) ). 


(5) 当 Q12 = 0, P12 * 0,12 + 0 时 ， 


w(A) = a11812712p28° cos pis(c — a) sin pas(b — c) + O(Js[Aeltl(»(e72)* 2679), 


(6) 3 01220,8152 £ 0,52 2 0 时 ， 


w (A) = —oniPi27225* cos pis(c — a) cos pas(b — c) + O (|s|? elt! (o7) 020679)), 
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(7) 3 01220,8012 20,» Z0 B, 


w(A) = —a11b117128* cos pis(c — a) cos pos(b — c) + O(|s|Seltl((e72)»2 (679). 


(8) 3 04220,8122 0,532 = 0 时 ， 


w(A) = ~—Q11P117Y22p2 s? cos pıs(c 一 a) sin pos(b = c) E O(|s[2elfl:(e72)*»2(b-9)), 


证 明 由 于 Strum-Liouville 问题 的 Wronsky 行列 式 是 不 依赖 于 z eI 的 取 值 , 得 


_ | txA(zZ) X2A(Z) |_| boalct) x2a(ct) 
Palt) x$(z) 2A(c+) X2A(c 十 ) 


= dox (€+)xX2\ (c+) — $2) (c-)x2x (c+). 


E 


(4.4.1) 


(1) 34 ai Æ 0, B12 Z 0,512 OW, 将 定理 4.4.2 和 定理 4.4.3 中 相应 的 渐 近 式 代 入 式 
(4.4.1), 得 


w(A) = ~a12812712p1p28° sin pis(c — a) sin po(b — c) + O(|s|Pel*l@r(-a) +P2(6-e))), 
(2) 将 定理 4.4.2 和 4.4.3 中 相应 的 渐 近 式 代 入 式 (4.4.1) 可 得 情形 (2 — 8) 相 应 结论 . 口 
注 4.4.1 (定理 4.3.3 的 证 明 ): 
& s — it(t > 0) 并 将 其 代入 w(A) 中 可 得 , 当 上 一 oo t}, wA) = wt) > oo. 因此 ， 
3 入 = 一 如 充分 小 时 , w(A) £0, 这 就 说 明 实 特征 值 是 下 方 有 界 的 . 


定理 4.4.5 4d =s?,8=6+ it, 则 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 特征 值 至 多 有 可 数 多 个 , BY 
n— oo 时 , 其 特征 值 的 渐 近 式 具体 如 下 : 


(1) 350124 0,812 £0, n2 40 az £0, 812 = 0,512 =0 RT, 
/ n 1 
(2) 4 aiz 40,812 4 0,512 = 0 和 012 £0, Bi2 = 0, 112 Z0 时 ， 


/ = nti 
VX = aa 57*9G -) 或 VA +O e 
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(3) 3 a2 = 0, Bi» # 0,712 FO ff 035 = 0, £12 = 0,512 = 0 时 ， 
nj. n 1 
V = "+O D Sx = Leto 
(4) 4 ay =0, Bi2 £ 0,12 = 0 和 arn = 0,812 = 0,512 ZO RT, 
; nci lox fh. nj 1 
V = ent 0G) AV = gr t OG 


证 明 由 定理 42.2 和 4.3.2 An, 问题 (4.1.1)-(4.1.5) 的 实 特征 值 入 恰好 是 判别 函数 w(A) 
的 零点 , 即 w(A) = 
(1) 当 arz £0, 812 £ 0, N12 40 时 , 我 们 有 


—Q12B12Y12p1p23° sin pi1s(c — a) sin pos(b — c) + O(\s|°) =0 
sin p1s(c — a) sin pps(b — c) + O(|s|~') = 0, (4.4.2) 


这 说 明 当 n — oo 时 , 上 述 方程 (4.4.2) 的 零点 与 方程 sin p1s(c — a) sinpos(b—c) — 0 的 零点 
是 十 分 近似 的 . 因此 , 当 sinpis(c — a) =0, sinpos(b—c) ZO B], > VN — s, = ar bons. 
则 | 

sin pı (c — a)n + O(|n|~*) = Osin pi(c — a)ós = O(|n|~")bn = O(n) 


因此 , sf = racer ERE O(\n|-!). HAN, 4 sinpis(c — a) # 0, sinpos(b — c) = 0 Hj, 
VX = sp = sty + O(In| ?). : 
(2) 应 用 与 (1) 相 同 的 过 程 我 们 可 得 本 定理 其 他 情形 的 结论 . 
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第 五 章 ”边界 条 件 都 含 特征 参数 且 具 有 有 限 个 不 连续 点 的 奇异 


Sturm-Liouville 问题 


本 章 研究 边界 条 件 都 含 特征 参数 且 在 区 间 内 部 具有 有 限 个 不 连续 点 的 奇异 Sturm- 
Liouville 问题 , 结合 转移 条 件 定义 新 的 内 积 , 把 所 研究 的 问题 转换 成 一 个 直 和 Hilbert 空 
间 上 的 奇异 算 子 问题 , 在 此 空间 下 得 到 了 该 问题 的 自 伴 性 , 通过 给 定 的 边界 条 件 , 将 特征 
(Ei [r3] LA Al 0] Pa RAA, 得 到 了 其 特征 值 的 相关 性 质 及 特征 值 的 渐 近 公式 . 


5.1 基本 问题 
考虑 对 称 微分 方程 
Ly := —(p(z)y' + a(z)y = M, zr ET, (5.1.1) 
和 依赖 于 特征 参数 的 边界 条 件 

Liy := A(ally(a) — oi2y (a)) — (azy (a) 一 az2y (a)) = 0, (5.1.2) 
Loy := A(Bii[yyi}(b) — Bi2[yy2](b) + (G21 lyy1](b) ~ B22[yy2](b) = 0, (5.1.3) 

及 在 内 部 c; € (a,b) 处 具有 转移 条 件 
Loi iy := y(ci-) — vay(ci-) — Yi2y (ci—) = 0, (5.1.4) 
Loi2y :— y (a+) — vay(ci-) — yay! (ci—) = 0, (5.1.5) 


所 生成 的 微分 算 子 的 谱 及 其 渐 近 分 析 , 其 中 T= TU (eise) a = ab = ema, Ple) = 
1/p?, z € (cj-1,¢;), pi > 0, j = 1,2,...,.m + 1, ec 是 复 特征 参数 ; 系数 aim, bim € 
R,l,m = 1,2, yip E€ R,i = 1,2,...,m,k = 1,2,3,4. BM g(z) Æ I 上 的 实 值 函 数 且 极限 
y(ci 土 ) = , im | y(z);i —1,2,...,m 是 有 限 的 . X yi, yo 是 方程 —(p(z)y’)’ - a(z)y = 0 的 两 
个 线性 无 关 解 且 满 足 [yv yo] (b) = 1. 
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本 章 假设 Ly 在 c= b 处 是 极限 圆 型 的 且 式 (5.1.2)-(5.1.5) 中 的 系数 满足 


注 5.1.1 由 于 Ly 在 点 z=b 处 是 极限 圆 型 的 , 则 由 引 理 2.2.9 和 引 理 22.10 e, f? gi Lydz, 
fè yL*yidz 和 [yyi\(em) 是 存在 的 , & (yi) (0) AA. 同 理 , [yo] (b) 存在 . 这 说 明 边界 条 件 
(5.1.3) 是 有 意义 的 . 


5.2. 问题 的 自 伴 性 
在 区 间 I 上 平方 可 积 的 复 值 可 测 函 数 全 体 组 成 的 空间 A, = LI) 中 定义 如 下 内 积 : 
< 户 g9 »H 7 102: Ymp I figidz + 4293- Ymp2 人 fagadz + + 
+YmPm f À fmgmdz + pm+1 [ fm+igm+idz, 
其 中 
file) = f(z)lzetes 1,5 9i(7) = 9(x)]ze(e 15$ = 1,2,...,m+ 1, 
在 线性 空间 H = Hie C? 中 定义 内 积 : 
<FG>nH=<f,9>H ++ fog 十 3 foogio, 
其 中 
F = (f, fo, foo), G = (9, 90, goo) € H, fo; 9o, foo, goo € C. 


则 H 是 一 个 Hilbert 空 间 . 
为 了 简便 记 : 
Bay = omy(a) — az2y (a), Boy = aily(a) — azy (a), 
Boy = Barlyys](b) — B22lyy2](b), Boy = Builyyi](b) — Bi2lyye) (b). 
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在 空间 H 中 定义 算 子 T, 其 定义 域 为 


D(T) ={F EH: fi(z), fi(z) € ACioce((G-1,G)),¢ = 1,2,...,.m +1, Lf € Hi, 
flat), flat) FE, j =1,...,m, Lif =0,k — 1,...,2m 4 2, 
fo = Baf, foo = Bif} 


& TF = (Tf, Baf, -Byf), Tf = Lf, f € Hi, 则 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 可 以 写成 : 
TY = XY, 


HP Y = (y(z), Bly, By) € D(T). 
于 是 , 我 们 可 以 在 Hilbert 空间 H 中 通过 方程 TY = AY 来 研究 问题 (5.1.1)- (5.1.5), 显 
然 , 我 们 有 


定理 5.2.1 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 与 算 子 人 的 特征 值 是 一 致 的 , 其 特征 函数 是 算 子 
T 的 相应 特征 函数 的 第 一 个 分 量 . 


定义 5.2.1 我 们 把 W(f,g;z) = f(z)g (£) — f'(z)g(z) BA f(z) 和 g(x) 的 Wronsky 行列 
AX. 特别 地 , RANG p2, [fg](b) 记 作为 W(f, 930). 


定理 5.2.2 算 子 工 是 Hilbert 空间 H 中 的 自 伴 算 子 . 
证 了 明 本 定理 的 证 明 可 以 参看 定理 3.2.2 的 证 明 过 程 . n 


推论 5.2.1 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 是 实 的 , 且 若 M,A 是 它 的 两 个 不 同 的 特征 值 ， 
其 相应 的 特征 函数 分 别 是 u(z),v(z), 则 在 内 积 <. >y 下 是正 交 的 , FP: 


Cl C2 Cm 
YY Ymp J uj Utdz + V293- * Ymp2 J ugvodz + + Ymp f UmÜmdT 
a Cm—1 


C1 


= aca 
BluBly + Boe 


2 : YL Ym 
"ba f .m 4 1Um4- 1d + 
Cm a 


5.3 ”特征 值 的 性 质 


引 理 5.3.1 [103] q(x) 是 区 间 (a,b) LH RERA, f(r), 9A) 是 给 定 的 整 函 数 , 则 对 于 
任意 的 NEC, 方程 
Ly := 一 (p(z)y) + a(z)y = Ay, x € (a,b) 
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存在 满足 初 值 条 件 : 
yla) = FA)，VY (a) = 90), 


的 唯一 解 y — y(z, A), 且 对 于 ze (a,b), y(z, 4) 是 关于 A HK BK. 
S diy := di(z, 4) 是 区 间 (a,c1) 上 方程 (5.1.1) 满足 初 值 条 件 
yla) = —a22 + àaı2, y (a) = —a21 + à@i 
的 解 , 则 我 们 可 以 得 到 区 间 (e, co) 上 方程 (5.1.1) 满足 初 值 条 件 


y(cit) = Yi91(c1—, A) + 1291(c1—, A), 
y (ci+) = 1391(c1—, A) + 1ap1(c1—, A). 


的 唯一 解 $2. 
类 似 地 , 我 们 可 以 得 到 由 如 下 初 值 条 件 定 义 的 oix = 2,3,...,m): 


y(ci-) = *ad1(ci—, A) + vias (ci—, A), 
y (ci 十 ) = Yi3b1(Ci—, A) + Via 4 (ci—, A). 


因此 , 在 区 间 1 = Ü no) 上 定义 函数 : 
Pus 


$1 (z, A), z € (a,c1); 
Qo (xz, A), LE (c1, c2); 


sp. E 


p(z, A) = 
dm+i(2, A), T € (Gn; b), 


显然 , O(c, A) 满足 边界 条 件 (5.1.2) 和 转移 条 件 (5.1.4)- (5.1.5). 
同 理 , 我 们 可 以 定义 函数 : 


x1(z, A), z € (a,c1); 


- x2(z, x), rE (c1, c2); 
x(z,A) = 


Xm41(2,A), x € (cm,b). 


使 其 满足 边界 条 件 (5.1.3) 和 转移 条 件 (5.1.4)-(5.1.5). 
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我 们 把 上 面 定义 的 两 个 函数 olz, A), x (m, X) 称 为 方程 (5.1.1) 在 区 间 I = Ü (ie) 
上 的 两 个 基本 解 . 

由 于 Sturm-liouville 问题 的 Wronsky 行列 式 W (ó;, xir) i = 1,2,...,m-- 1 是 不 依赖 
T zel, 因此 , 函数 ww(A) := W(oi(z, A), xs(2,)), $2 1,2,...,m-- 1 是 和 的 整 函 数 . 从 而 ， 
我 们 有 
定理 5.3.1 对 于 任意 的 A € C, wii (A) = ywi(A) = "^o qiwi (à), = 1,...,m. 


证 明 由 于 Wronsky 行列 式 W (oj, xi z)(à = 1,2,...,m-- 1) 是 不 依赖 于 ze 因此 ， 


éi(ci*) Xi(cit) 
Gilat) xi(cit) 
YabilCi—) + vadi(ci-) Yaxila—) + viaxi(ei-) 
"iadi(ci-) + yapici) Ti3Xi(G 一 ) + Yax lci) 


witi (A) = Wi41(A)|2=c,4 = 


= Yiwi( 和 ) 


= yy ° ^ri (A). 


定理 5.3.2 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 与 wi(A) 的 零点 是 一 致 的 . 


证 明 A A = Ao Fé w(Ao) = 0 的 零点 ， 则 w1(Ao) = 0. 由 定理 5.3.1 All, 函数 gmn+1(Z， A), Xm41 (x) 
是 线性 相关 的 , 即 


Óm«i(z, A) = dXm+1i(z,r), ZE (Cm,6),dER 


由 Xm+i(z, 和 ) 满足 边界 条 件 (5.1.3) 知 , Gr eps (x) 满足 边界 条 件 (5.1.3). W ole, 入) 是 
对 应 于 Ao 的 特征 函数 , BA Ag 是 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 . 

F A= Ao 是 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 , 则 wi(Ao) = 0. 下 面 利用 反 证 法 , 假设 No 是 
问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 , 而 wi (Ao) 4 0. 

设 volz, Ao) 是 对 应 于 特征 值 No 的 任 一 特征 函数 , 则 uo(z, Ag) 可 以 表 成 


C101 (z, Ao) T dixi (z, ào), TE (a, c1); 
C20» (z, Ao) + dox2(z, ^o), x € (c1, 2); 


LI E E E] 


vo(c, do) = 


Cm+19m+1(Z, Ao) + dm4iXm+i(£,A0), x € (Cm, b), 
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其 中 oe... emp di,...,dm+1i ER BDA-TAAS. 
由 于 uo(z, Ao) 是 对 应 于 特征 值 No 的 特征 函数 , 因此 , vo(z, Ao) 满足 边界 条 件 (5.1.2)- 
(5.1.3) 和 转移 条 件 (5.1.4)-(5.1.5), 即 


Livo(z, ào) = 0, i = 1,2,..., 2m + 2. 


其 中 方程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 Wo) : 


Li9i Lix: = Ligmy LiXm+1 
L291 Loxi 7 Lpm+l L2Xm41 
W (ào) = 
| Lom4ii Lom4iXi ee Lom4iómai Lom+i1Xm+1 
Lom420i1 Lom+2X1 -+> Loma20m4i Lom+2Xm+1 
0 w (Ag) MEETS 0 0 0 
ga(cl 十 ) 一 X2(cl 十 ) é»x(a*) + 0 0 
$2(c1+) -x*«e*) Xe) :- 0 0 
0 0 0 0 —Xm+1(Cm+) bm+ilCm+) Xm+1(Cmt+) 
0 0 v —Xm41(Cm+) GmtilGnt) Xm41(Cm+) 
0 0 e. 0 Wm-+1(Ao) 0 
0 wo (Ao) Ü- şa 0 0 0 
gas(cl 十 ) —x3(eit+) o3(cit) -> 0 0 0 
$3(ci+) —x3(cit) lat) … 0 0 > 0 
=wi(Xo)| -> T E os | 
0 0 O + =Xmti(Cm+) bmti(Cmt) Xm+i(cm 十 ) 
0 0 O = Xin (Cm) Pm mt) Xuan) 
0 0 Ok ae 0 ici) 0 
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0 Wm (Ao) 0 0 
dm+i(Cmt+) —Xm+ti(cmt+) Bm+i(cm+) Xm+1(en+) 
Pm+i(Cmt+) —Xm+ri(emt) bm4ilCm+) Xi(cm 十 ) 

0 0 Wm+1(Ao) 0 


= Wi (Ao) eis ‘ Gm-1(A0) 


= w1(Ag)w2(Ao) : - m (A0)w2, .1 (Ao) 


— „mti n m 


i 749.5 awT t (No). 
FA W (Ao) 4 0 知 ， Cj = +++ = Cm41 = dy =---=dmii = 0, 这 与 cl = += Cm4 = dı = 
… = dmy = 0 至 少 有 一 个 不 为 零 矛 盾 , 故 wi (Ao) = 0. 证 毕 . | D 
ik 5.3.1 由 定理 5.3.1 和 5.3.2 $0, 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 与 wil Ali 1... m 1) 
是 一 致 的 , 因此 , 我 们 把 函数 


w(A) := wi (À) = (172 - yia)! -wi(A),i —2,...,m4 1. 


称 为 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 判别 函数 . 

iE 5.3.2 由 定理 5.3.2 知 , 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 与 判别 函数 w(A) 的 零点 是 一 致 的 . 
定理 5.3.3 问题 (5.1.1)-(5.1.5) 的 特征 值 是 下 方 有 界 的 . 

证 明 本 定理 的 证 明 可 参看 定理 3.3.4 的 证 明 过 程 , 这 里 不 著述 . " 


5.4 ”特征 值 的 渐 近 公式 


定理 5.4.1 令 入 =s,s=6+ 认 , MH | 人 | 一 oo BT, BK palee = 1,2) 具有 如 下 渐 近 式 ， 
并 且 对 于 x eI =([a,c)U(c,b] 是 一 致 成 立 的 : 


(1) 当 12 #0 M, 


dk d* 
Zbrala) = 128"; cospis(z — a) + O (|s| efl 7o), 


d* i | d* 
ji Pirna) = (-1)'212 II Yj2p; Sin pjs(cj 一 oj-1) 8° TE COS pi+18(Z — ci) 
j=l 


" O(alititke Gs Pj RR 


其 中 0 
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(2) 当 Q1? = 0 时 ， 


k 
4d 
3,5612) = anpi Er. sin pis(z — a) + O(|s|* eP: (079); 


d* d* 
az $2) = 011512 COS pı (c1 一 a)5 x cos pos(z — cl) + O(|s|:**eltl(oi(e 72) p2(7—01)). 
d* 十 - dk 
dr 内 HIA(Z) = (71) ouma2cospi(e — a) Il ^rj2Dj sin pjs(cj 一 cj-1)s°*! ask COS pi+1s(Z — ci) 


j-2 


10 (sl 3i e RT 


其 中 i-2,3,...,m, k =0,1. 


证 明 利用 与 定理 3.4.1 相同 的 方法 , BARF 8;、(z),i = 1,2 WAEA, 这 里 不 蒙 述 . 
O 


定理 5.4.2 $ A— s, s — 6r it, WH | 和 | 一 oo 时 , BK xali = 1,2) 具有 如 下 渐 近 式 ， 
并 且 对 于 z EJI= [a,c)U (cb) 是 一 致 成 立 的 : 


(1) 当 Q12 #0 时 ， 


d* 
CT Xm+IX(Z) = Bios” TF COS Pm+18(b == T) 十 O(|s|*+ieltlpm+1(b—7)). 
d* i ^ k 
tup CAES m—j2 cl OE, | 
dx* Xm il ) = £u li mj Pm-1-j sin Dm41-jS(Cm-j 一 Cm41-j ) E COS Pm—i8(X 一 Cm—i) 
" DUE E SERIES 


其 中 oo :=a, i=1,2,...,m. k-0,1. 


(2 当 alz = 0 时 ， 


dk d* 
— (M -—Ü 一 | . 
dz* xix (x) = PuPm+i8 rk sin pm 41s(x — b) + O(|s|*eltir: (0-2). 
dk is | 
pe NIC —4 cT = aoe m-—j2 . a 
dz Xm- (2) = B11 COS Pm+18(Cm — b) Il mg mici sin Pm1-jS(em-j — Cm+41-j) 8°” 
d* | 
Ek COS Pm-iS(T — Cm-i) + O(lslrltke =” Sa E a 


dak 
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其 中 co := 0,1 = 2,3,...,.m—1.k=0,1. 
证 明 本 定理 的 证 明 与 定理 3.4.3 的 过 程 相同 , XX RAD. 
定理 5.4.3 SrA=s87,s=6+it, WY | 一 oo 时 ,判别 函数 w(A) 具有 如 下 渐 近 式 : 


(1) 当 an £0, Bis #0 Rf, 


m 
2 j2 。 
w(A) = aizbi2s "tS pm Sin Pm+1 s(b 一 Cm) II 1p; sin pjs(cj—1 一 cj) 
j=1 7 


m--1 
E pjlti(cj—e;-1) 
t O(|s"*ei ^ 7 ^ 2, 


其 中 co := a, cm4 :— b. 
(2) 当 12 F 0, 812 =0 时 ， 


m 
Yj2 " 
w(A) = eafiis 5 cos psi (b — cm) | | 2 sin pjs(cj-1 — cj)) 
jl 


S piti ) 
pjlti(cj—cj—1 
+ O(Is| ^*3e 57: i ; 


其 中 co := a, m41 :— b. 


(3) 31 ay =0, b2 Z0 时 ， 


m 
a | 2, 
(A) = 11812712 m44 cos pıs(cı — a) sin pm418(b — Cm) Il Tp sin pjs(cj-1 — Cj) 


^ j=2 J 
"SS pjlti(c;—ej-1) 
pjlti(c; —cj-1 


其 中 Co :— a, Cm4+1 :一 b. 


(4) 3 01220,8522 20 RF, 


m 
Q ) . 
w(A) = Bx gmt3 cos pls(cl — a) COS pm+15(b — Cm) II Tp sin pjs(cj-1 — Cj) 


^y j=2 


m--1 
Y »jltl(c;j—c;-1) 
+ O([sp2e£ 7 7 7 7), 


其 中 Co :一 Q, Cm+1 :一 b. 
证 明 本 定理 的 证 明 可 参看 定理 3.4.2 MERLE, REDRE. 
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定理 5.4.4 令 入 = s, s—64 it, RII (5.1.1-(5.15) 的 特征 值 至 多 有 可 数 多 个 , BY 
n 一 oo 时 , 其 特征 值 具 有 如 下 m 十 1 KAMA: 


(1) 当 ay 20,8: Z0 RT, 


j —1 1 
Va® = — S +0(-), 


7 
pj(cj — €j-1) 
其 中 j =1,2,..., m + 1, co := a, Cm+1 := b. 


(2) 当 Q12 关 0, 812 = 0 时 ， 


j —1 1 1) n—1l 1 
Auc cc EO) MAU OL), 
Dj(cj — cj-1) - Pm+1(b — Cm) o 


其 中 7 =1,2,...,m,co:=a. 
(3) 3 0120,81 40 时 ， 


n— 1 
pj(cj — Cj-1) 


1 
€: 1 ; 
(1) ee 7 O(-), Xo = 


1 
pi(ei — a) T+ O(--), 


其 中 7 =2,....m+1emii := b. 


(4) 3 01220,5812 2 0 Rf, 


a) n—i 1 (m+1) - n-j 1 
" see = pr A 
oa ___ mn-1 1 
apes pcc) dé 
其 中 j-2,..,m. 
证 明 本 定理 的 证 明 可 参看 定理 3.45 和 4.4.5 的 证 明 过 程 , KBAR. 口 
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第 六 章 BATA RUD A Fie 普 的 离散 性 


具有 相同 有 限 亏 指数 的 对 称 微分 算 子 的 自 伴 扩张 并 不 是 唯一 确定 的 , 但 它 的 所 有 目 
伴 扩张 都 具有 相同 的 本 质谱 , 即 自 伴 算 子 谱 的 离散 性 质 完全 仅 依赖 于 它 所 对 应 的 微分 算 
式 的 系数 . 正 是 由 于 微分 算 子 的 谱 分 析 和 系数 之 间 有 着 复杂 的 连带 关系 , 致使 目前 已 有 
的 工作 绝 大 部 分 集中 于 常 系数 、 入 系数、 指数 函数 系数 或 者 是 系数 可 以 用 戎 函数 、 指 数 
函数 来 估计 的 微分 算 子 的 谱 分 析 上 . 而 对 于 某 些 特殊 系数 诸如 蜗 指 积 系数 、 欧 指 积 系数 
的 情形 未 曾 见 多 少 成 果 . 我 们 从 某 些 特殊 系数 的 角度 给 出 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 判别 准 
则 , 丰富 了 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 相关 成 果 , 为 构造 微分 算 子 谱 的 离散 性 问题 统一 框架 提 
供 了 相关 信息 . 本 章 诈 先 研究 了 上 共 实 戎 指 积 系 数 、 实 欧 指 积 系数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 
的 谱 , 运用 算 子 分 解 与 二 次 型 比较 的 方法 , 得 到 了 微分 算式 的 系数 在 一 定 的 条 件 下 该 类 微 
分 算 子 仅 有 离散 谱 ; 其 次 研究 了 一 类 具 一 般 系数 的 对 称 微 分 算式 生成 的 自 伴 微 分 算 子 的 
谱 , 得 到 该 类 微分 算 子 无 论 末 项 和 首 项 系数 按照 某 种 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 其 谱 是 离散 
的 , 还 是 中 间 项 系数 按照 一 定 方式 以 无 穷 大 为 极限 时 也 可 决定 其 谱 的 离散 性 . 这 个 主要 结 
果 是 E.Müller-Pfeiffer 关于 常 微分 算 子 具有 离散 谱 条 件 下 关于 末 项 系数 积分 相应 描述 的 推 
广 , 并 且 包 含 了 二 阶 和 高 阶 两 项 微分 算式 所 生成 的 最 小 算 子 的 所 有 目 伴 扩张 的 谱 是 离散 
的 着 名 的 A.M.Molchanov 判定 定理 . 


6.1 预备 知识 


记 空 间 Ci(z1, 22) 


C (z1,22) = (y(z) € Ci(z1,22)| Il ylz) osss)< ©}, 


l 
ll (2) lese, 22) = 2, s sup ly?) 
k=0 


C2(21, 2) = (y(z) € C'(z1, 22)] ll s) liq, a.) < ©}, 


l r2 f 
ly(z) lwi 27 (Y f ty) (2) Par). 
k=0° 71 


Banach 空 间 W(21, 22) 是 空间 Cl(z1, 22) ZEW || - lw (eiua) 下 的 完备 化 . 我 们 可 以 得 到 
如 下 引 理 . 


引 理 6.1.1 [50], [78] 若 0<k<l 则 空间 Wi(z;,z2)(—oo € z1 < z2 € +00) ERAZI] 


43 


C*(zi,r3) P, 而 且 对 于 任意 的 e > 0, 存在 常数 Ce, 使 得 


ll 9 lesee sS € WY Mois un) +C Ily lleza) 
Bp 
D, We «« f oPan+o(] woda) 
对 于 vy(z) € W1(zi 22) 成 立 . 若 (21,22) 是 有 限 区 间 , 则 由 空间 W5 (21, 22) 到 空间 C (21,22) 
RAR KAY. 
定义 6.1.1 [50] 对 于 笛 定 的 对 称 线性 算 子 A, 如 果 存 在 实数 ce RR, 使 得 


(Au,u) 2cl| u ||, v e D(A), 


Wt A 是 下 半 有 界 算 子 . 特别 地 , 当 c = 0 时 , MH ALERT. 若 存在 VCR, 使 得 
c+y>0, MHF A yr 是 正定 算 子 , 其 中 D(At+ 41) = D(A), 并 有 


(4+7YDwa) > (c+) || ull’,c+7>0,u € D(A), 


我 们 把 由 内 积 [u,v]a = ((A+7J)u,v), u,v € D(A) 所 定义 的 范 数 || u |a [u,u]2,u € D(A) 
称 为 u 关于 算 子 A 的 能 量 范 数 , D(A) 在 范 数 || -la F 8955816 Hy, 是 一 个 Hilbert 空 
间 , 我 们 把 这 个 空间 HA HART A 的 能 量 空间 . 


引 理 6.1.2 [50] 任何 下 半 有 界 自 伴 算 子 4 的 谱 是 离散 的 充分 必要 条 件 是 能 量 空间 Ha Y 
任何 有 界 集 在 H 中 是 预 紧 的 . 


定义 6.1.2 [50], [78] A X Hilbert 空 间 H 上 的 自 伴 算 子 , o(A) 中 的 全 体 聚 点 和 无 穷 重 数 
的 特征 值 点 称 为 A 的 本 质谱 , 记 为 oA) 本 质谱 在 谱 集 中 的 补 集 称 为 A 的 离散 谱 , 记 为 
oal A) = o(A)\oe(A), BP og(A) 是 全 体 有 限 重 数 的 孤立 的 特征 值 点 ， 如果 oe(4) = o, 则 称 
4 的 谱 是 离散 的 . 


引 理 6.1.3 [50],[78] 具有 有 限 相 等 亏 指 数 的 对 称 算 子 的 所 有 自 伴 扩张 的 本 质谱 相同 . 


定义 6.1.3 [50], [78] 设 Hilbert 空 间 H 是 两 个 子 空间 H 和 Hy 的 直 和 , A, Ao 分 别 是 空 
间 i, Ho 中 的 算 子 , BP 
D(A;) © Hi, R(Ai) C Hi, i = 1,2. 


X A, 是 自 伴 算 子 , Ay = Ay + Ay, y = y + yo yi € D(A), (à = 1,2), MAK A LHF A, 和 
hz 的 直 和 , 157) A= A16 As. 


引 理 6.1.4 [50] ( 算 子 直 和 定理 ) 若 A 是 自 伴 算 子 A A 的 直 和 , 则 A 是 自 伴 算 子 , 且 
ge(A) = Ce(A1) Uoe(A2), op(A) = op(A1) Uop(A2), 0(A) = (Ai) U (42). 


定义 6.1.4 [78] WREEK k= k(A) > 0, 使 得 对 于 所 有 的 ze D(A), || (A — AD |2 k | 
z|, MAA AAT A 的 正则 型 点 . 4 的 正则 型 点 的 全 体 称 为 A 的 正则 型 域 , 记 为 (A). 
引 理 6.1.5 [78] 车 K(A) = (Ay. vNu € D(A), y = 1), 1i CV K(A) CMA), A^ (A) 
表示 4 的 正则 型 域 . 4 or(4) =o it, Rl o(A) c K(A). 

引 理 6.1.6 [78] X A 是 Hilbert 空间 H Lih BHT, 则 or(4) = o. 

引 理 6.1.7 [50], [78] 设 alu, v], blu, v] 是 两 个 稠 定 的 , Alay, 对 称 的 ， 下 半 有 界 的 双 线 性 型 ， 


E a[u, u] > b[u, u],u € D(a) € D(b), € A, B 分 别 是 由 a[u, v], b[u,v] 生成 的 自 伴 算 子 . 若 
SelB) N (—20, A) = 9, A] ae(A) n (700, A) = 9. 


3|38 6.1.8 [78] iX 
r(y(z)) = V (71) (ax(z)u(z)9)09, z € (a, oo), (6.1.1) 
天 一 0 


X He HK ak(z) 都 是 常数 , EP apl) = ax, E an > 0, 则 由 式 6.1.1) 生成 的 算 子 A 的 任 
何 自 伴 扩 张 的 本 质谱 相同 , 而且 等 于 集合 [A 00), 其 中 


: ~ 2k ir£ | 1 T 一 27E 
A= iet, Dea Se) = [. Foe FO = 5 fe ae. 


6.2 FERRARA R TERANE 
本 节 研 究 如 下 2n 阶 对 称 微分 算式 所 生成 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 


n 


r(y(z)) = Do(-1)*(ax(2)ze%*y(2)), « € (a, 00), (6.2.1) 
k=0 
其 中 a>0,a>0, alz), k =0,1,...,n 是 区 间 (a, oo0) 上 的 实 值 函数 . 
若 uk(z) = ag, z € (a,00),k = 0,1,...,n, 则 微分 算式 (6.2.1) RARA RRRA 
算式 , 由 具有 知 指 积 系数 微分 算式 所 生成 的 算 子 称 为 瞄 指 积 系 数 微分 算 子 . 


定理 6.2.1 设 算 子 


Aoy = Y (-1)* (ak(z)ze**y(z) 9)09, D(Ao) = CF (a, oo). 


k=0 
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E ho 的 系数 满足 ay(z) = a, E R, a, > 0, ax > 0, k =0,1,--- ,n— 1,a > a! > 0, 则 算 子 
Ao 的 任 一 自 伴 扩张 4 的 本 质谱 是 空 集 , 即 算 子 ho 的 任 一 自 伴 扩张 4 的 谱 是 离散 的 , 记 
o(A) = ad(4). 


证 明 应 用 分 部 积分 , 对 于 任意 的 y(z) € Cga, 0), 有 


(Aoy, y) = ($ (71) (aze** 909, y) = 5 f ayze"? |y P fed. 
k-0"? 


k=0 
及 
a az |, (k) (2 1 ax, (k)(2 joo 1 i az 了 | (k)|2 
[ seras = Slax — ety? e — f (as neta? 
a a 
1 [7^ k--1); (k) k), (k+1) 1 [^ k4-1), (k) 4L (k), (1) 
— -4f axe? (yFtD ylk) + yl Jy(k+1))dz + =| e° (y(&*D,,(0) 4 00, 01) qa 
a f a 


co oo oo oo 
« aU aze*|y Pas | axe?? |y **D dz) FS d el Pas | ee? |y *) Paz) 
a a a a a a 
2 = ax |, (k) |2 3i az |, (k+1) (2 1 2 ii az |, (k)|2 ui oa |,,(k4-1)12 i 
< —( are™ y "da aze™ |y dx)? +-—;(]  axe?"|y "dz ace? |y |“dx)2 
o* Jo a Q Ja a 
4 = az |, (k)12 = ax}, (k+1)|2 i 
< 一 人 ze [dz | ze 人 "| dz)*, 
a Ja a 


因此 ， 
© azı (EEA) (2 Q2 [六 az (k) 2 
f ze™ |y [dz > (7) f ze?^*|yV"/|*dz. 


a 


更 进一步 , 我 们 有 


(k)12 Qo [axl 2 
] zw [dz > (7) f ze?*|y|*dz, k =0,1,--- n. 


a a 


对 于 充分 大 的 正 数 N, FE c € (a, co), 使 得 
an( +) e? > N,z € (c, 00). (6.2.2) 


SHT Alao Aoo) 分 别 是 由 微分 算式 (6.2.1) 在 区 间 (a,c) 和 (c,00) 上 生成 的 算 
T. A, Ava): A(c,00) 分 别 是 Ao, Ap (a,c): A0,(c,00) 的 Friedrichs 扩 张 ， fij A = A (a,c) U Á(coo)- 
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一 方面 , 我 们 有 


C m—-1 pe 
(Aoy, Y)(a,c) =f anze ly Pde + Y f ayze?? |y) P dz 
J k=0 "9 


> [seras 


> anae™ || y? (ft, - 


由 引 理 6.1.1 知 , 对 于 充分 小 的 e > 0 和 任意 的 y(z) € Ha ,,, 存在 Ce > 0, 使 得 


n—1 c 
lue =H Ia +. [lu Paz 
k=0 "9 


n—i 
k)|2 
<i a Mae +e). max u! 
k=0 ~ — 


«|| u? fe tele Ile Wac Ce Iu Iiac) 
< (1 + eo) || u€? Kae) +eCe Il u Wae) 
1l + ec 
因此 , Ha, 中 的 任意 有 界 集 在 W7 (a, c) 中 也 是 有 界 的 . 由 引 理 6.1.2 AU, HA, 中 的 任意 
ARRE (a,c) 中 是 预 紧 集 , 从 而 ，ce(4(ao) = ¢. 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 y(z) € D(4okeoo) = Cif (c oo) MA (6.2.2), 有 


(Aou, tt) (a,c) + cC. | u lao ^ 


n oo 
(Aoy, 9)(coo) = > J (a,re%|y™)|?) dx 
c 


k=0 


oo n—l poo 
= (enve ly Paz e S [Gane Pde 
c c 


k=0 
oo 
> | (ase? |y? [?)dz 
Q 2k i ax},,|2 
> a4( ) LE jyl dx 
4 c 


2 N(y. V) (c,oo)- 


由 引 理 6.1.5, 6.1.6 及 充分 大 的 正 数 N 的 任意 性 知 , oe(Ao0(c,oo)) = > 由 引 理 6.1.3 415] 8 
6.1.4 Fl, c. (A) = oe(Alao)) Uoe(Alco)) = $- 口 
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定理 6.2.2 £X 


Aoy = >_(-1)* (ax (2) ze y(z)™)™, D(Ao) = CF (a, 00) 
k=0 


an > Y CO" las a (6.2.3) 
k=1 
其 中 ak(7) =a, ER, a >0, 则 Ao 的 任 一 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 
证 明 由 条 件 (6.2.3) 知 , 存在 常数 5 > 0, 使 得 
4 ak 
an = 2 |@n—K| + ó. 
天 一 1 

对 于 任意 的 y(z) € CH(a, oo), 有 

n—l 
(Aoy,y) = an(ze*?y™, y™) 十》 az (ze y", (9) 


k=0 


n n—1 
4 
= (> (=)* lanl + 8) (neo yy) + S 7 at (wey, y®) 
k=1 k=0 


n—1 n—1 
= (EP fag (sett, y) + Y a4 (ney, yO) + (gety, y). 


k=0 k=0 
由 
co a oo 
f ze?* |y*) dz > e» [ re |y Paz 
a a 
Al, 
is or Q X 2(n—k) s k))2 
] zwar > (DY f seiy Pas, 
a a 
XL, 


n—1 n—1 
4 = QT TL 
(Aoy y) = X (ZV 7PJag|(ze*7y09, y) + 5 apley, 9) + o (get, y) 


k=0 k=0 
n—1 

> 5 "(lal + ax) (ze?*y(9, (9) + &(ze97, 09, y) 
k=0 


> (re 7,409, (m) 


Q 
> 6( 本 ) (wey, y). 


对 于 任意 充分 大 的 正 数 N, 存在 c > 0, 使 得 
S(7 y "aen > N,Vz € (c, oo). (6.2.4) 


AAT Apo (a,c): A0,(c,00) 分 别 是 由 式 (6.2.1) 在 区 间 (a, c) 和 (c, co) 上 所 生成 的 算 子 ， 
A, Áta,c)s A(c,oo) 分 别 是 Ao, Áo. (a,c): Ap (c,00) 的 Friedrichs 扩 aK, WJA = Á(a,c) U A(c,00)- 
一 方面 , 我 们 有 


C n—l pe 
(Aoy, ¥)(a,<) = f as ze? |y? dz + Y f ayze^* |y) P dz 
a k=0 a 


c 
> f anze” |y dz > anae™ || yo | 
a 


由 引 理 6.1.1 知 , 对 于 充分 小 的 e> 0 及 任意 的 y(z) € Hau 5, 存在 Ce > 0, 使 得 


n—l pe 
lu Irae Ho Ig + f lu P dz 
k=0 79 


n-1 
s] v Mog c 7 max WP 
k=0 ^ 7 


«|| u fe, o tele Iu Wac +Ce Iu Mta? 
< (1 eo) || ul (ft, +eCe I u Ilao) 
< 1+ ec 
anae™ 
因此 , Ha, 中 的 任 一 有 界 集 在 Wz (a, c) 中 也 是 有 界 的 . 由 引 理 61.151, Ha, 中 的 任 一 有 界 
RE L? (a,c) 中 的 预 紧 集 , 因此 , oe (Aqs,5) = 9. 
一 方面 , 对 于 任意 的 y(z) € D(A) = Cie(c oo) 及 式 (6.2.4), 有 


(Aou, U) (a,c) + cC. | u lao ' 


ibe oo 
(donucen =) | (ure Pas 
k-0"* 
oo n—1 poo 
= f (anze |y) dr +Y f (axe?? |y(9 [?)dz 
c k=0 c 
Ce 
> | (anze yP ras 
C 


a n 
> 5G) (zey, Y)(c,00) 


2 N(y, V) (c,o)- 
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由 引 理 6.1.5，6.1.6 及 充分 大 的 正 数 N 的 任意 性 知 , oe(Ao (c5) = ó. 由 引 理 6.1.3 和 
引 理 6.1.4 ^il, oe(A) = Fe(A(a,c)) U Fe(A(c,00)) = ġ. CJ 


例子 6.2.1 BRHF hoy = (-1)"(pze?*y(? (z))? + Bze?*y(z), D(Ao) = CH(a,00),z € 
(a, oc). 

#a>0, aa>lp>0,6>0, 则 由 定理 6.2.1 知 , AF ho 的 任 一 自 伴 扩 张 的 谱 是 离 
Rih. 


6.3” 欧 指 积 系数 微分 算 子 谱 的 离散 性 
本 节 研 究 如 下 2n 阶 对 称 微分 算式 所 生成 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 


(ry)(z) = 3 (-1) (a(z) eys), a € (a, 00) (6.3.1) 
k=0 
其 中 a > 0,a > 2, a(z), k 20,1,...,n 是 区 间 (a,00) EN RAB RM. 
AG a(z) = ax, x € (a,00),k =0,1,...,n, 则 微分 算式 (6.3.1) 称 为 具有 了 欧 指 积 系数 微分 
算式 , 由 具有 窜 指 积 系数 微分 算式 所 生成 的 算 子 称 为 寡 指 积 系 数 微 分 算 子 . 


定理 6.31 XX 


Aoy = V (一 TDK(ak(z)z2keczg(z) 介 ) 内 ,D(4o) = C$? (a, 00) 
k=0 
的 系数 arl) 满足 ak(z) = a, ER, an > 0, ak > 0, K=0,1,---,n—1, 则 ho 的 任 一 自 伴 扩 
张 A 的 谱 是 离散 的 , EP o(A) = 04(A). 


证 明 应 用 分 部 积分 法 , 对 于 任意 的 yz) € Cpa, 00) A, 


n 


n oo 
(Aoy, y) = (Y (71) (ax? ey y) = V" J aya, ey dz 
k-0" 9 


|as — 1 2k ax _ 2k 2k-1 az 4 2k (2k Sy 1) 2k-2 a 
a a? a? 


a een e?* 十 ec 


(2k)! (21)! 
Q2K o2k1 
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因此 ， 


oo ] fr” 1 /® 
f 7k eA | alk) Paz B f 2h eam (kt+ 1) gk) dy EN z f geo (KE) (1) dr 
a a 


a 


2k [7^ 2k-1 az (k+1)—(k) 2k [® _2k-1 az (k) -(k+1) 
a T ery y dz + -z T e y y dz 
a a 


2k(2k —1) [9 452 ox E 2 
B or ) / qe 202 (HD (9)... 9 p Dy gg 4... 


(2k) [7 — ar, eH) (k) Lu UD (k+) 
t ak ze" (y 从 “十 从 YY )dz 
a 


2k) se i E 
-" s | e?? (y(&* glk) + guys 


< =( J © akee Da f © gk et y% 2da) 
a a 


4k , [®© _2k-1 azı (k+1) 2 O° 2k-1 azr), 2L 
ta wey Pda | x7 ety p dz) +--+: 
a a 


2 p 99 oo 
+ Se qj ze? |y ** Das | ze?* |y? dz) 
a a 
t oo oo 
(AC eryd as [^ ety pan) 
a a 


2 ase 1) q^ gk eat yy PD (2 da E: 2k eot GO 2dax)3, 
a a 


从 而 ， 


"i g% eT |y D dr ( y [ z^ eo |y hd. 
a 


TS +1) 
进一步 可 得 ， 


oo 
2k ax, (k)]2 2k 2k „aT 2d ER TT 
f z^ eo y dz > f CERT f z^"e?* y|^dz, k 2 0,1,:-- ,n. 


对 于 任 一 充分 大 的 正 数 N, 存在 c € (a, 00), 使 得 


a 


Geet A e > N,k = 0, l,- N, T € (c, oo). 


(6.3.2) 


SAT Ap (a,c): A0,(c,00) 分 别 是 由 式 (6.3.1) 在 区 间 (a,c) 和 (c, oo) 上 所 生成 的 算 子 ， 


A, Aa); A(c,00) 分 别 是 Ao, Ao a.c); Ao (eoo) 的 Friedrichs 扩张 , 则 A = Aiae) U A(soo). 
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一 方面 , 我 们 有 


c n—l pe 
(Aoy, Y)(a,c) =| anz” e |y™ 205 + xj apr ^ Fe? |y*) 205 
a k=0 a 


c 
> | anx?” eo mu dx 
a 


> apa?” e” || y ff s. 


应 用 引 理 6.1.1 知 , 对 于 充分 小 的 e > 0 及 任意 的 y(z) € Hha 存在 Ce > 0, 使 得 


n—1 C 
lu irao Hu fag +È f WPa 
k=0 "9 


n—l 
«|| v? fft, +e) max lu)? 
k=0 — 


«|| wh je) Hele || u Wao +C Iu Moo) 
< (1 + ec) || u? |f, y +C Il u Moo 
1-4 ec 
7 ana" ere 
因此 , HA, 中 的 任意 的 有 界 集 在 Wz(a,c) 中 也 是 有 界 的 . 由 引 理 6.1.1 知 , Ha, 中 的 任意 
的 有 界 集 是 L2(a,c) 中 的 预 紧 集 , 因此 , ce(4(a) = 9. 
一 方面 , 对 于 任意 的 y(z) € D(A (c,c0)) = CH(c, oo) RA (6.3.2) F, 


(Aou, U)(a,c) T cC. | u l| tae) ° 


n oo 
(Aoy, U)(eoo) = >, f (aj,27* e% (9 2d 
c 


k=0 
Co n-—1 oo 
= | (anz? e |y? I) da + > (ayz?*e?7 49 |?) da 
c k=0 c 
co 
> | (assent Pde 
c 
>a ( a jn ~ gneor|yl2dz 
"4n+1) 


> N(y,y) (cico)- 


由 引 理 6.1.5, 6.1.6 及 充分 大 的 正 数 N 的 任意 性 知 , ce(4oklceo)) = > 由 引 理 6.1.3 和 
引 理 6.1.4 知 ， oe(A) = Ce( A(a,c)) U Fe(A(c,00)) = @. ; L1 
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定理 6.3.2 FET 


Aoy = Y (-1)*(ax(z)z" e? *y(z)9)9, D(Ao) = CF (a, oo) 

k=0 

的 系数 ak(z) 满足 . | 

an > Y OE D yel, +l (6.3.3) 
k=1 


其 中 ak(z) =a, ER, a>0, R) Ao 的 任 一 自 伴 扩张 4 的 谱 是 离散 的 , PP o(A) = oa(4). 
证 明 由 式 (6.3.3), 存在 常数 5 > 0, 使 得 
= Att la al + 6 
ki 
对 于 任意 的 y(z) € Cg (a. o9), 有 
n—l 
(Aoy,y) = as (z?^e*7y(9, y) 十》 aplay, y) 


k=0 


n n—1 
= QUT ha 8) (inen 99, f) + S alae, y) 
k=0 


4 n T 1 an Tt n T ect 
E Hye lay | + 6)(x? erty ) E ) + Y a ae (409). 


k=0 k=0 
由 
2k ar (dg > (— 2} 2k az), (k—1)12 
De 
| 1 eet |y eda > G im Lp J rF ez ydr, 
a a 
因此 ， 


n—1 
A(n F 1 n- n_a n n a 
(Au) = (YX ARED aH an| + g) (aMer=y, y) 十》 ax(a™er=y, 9) 
k=0 k=0 


> Y (la| + ax) (z^ ey, y(9) + S(x ey, y) 
k=0 
> 6(z2ne oe y?) 


> ó( 


ine enemy. 
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对 于 任意 充分 大 的 正 数 N, 存在 常数 e > 0, 使 得 


)?^z7^e?* > N,Vz € (c, oo). 


‘Gas 1 


SET Meo Aoc 分 别 是 由 式 (6.3.1) 在 区 间 (a,c) 和 (c,00) 上 所 生成 的 算 子 ， 
A, Áta,c): A(e,00) 分 别 表示 Áo, Ap (a,c)» Ap (c,0o) 的 Friedrichs 扩张 ， 则 A= Á(a,c) U A(c,00)- 
一 方面 ， 对 于 任意 的 y(7) € D(Ao,(a,c)) — C$ (a, c), A 


(Aoy, V)(a, c) af anz?” e? |y™ dz. + Er apt e yP Pd. 
j k=0 


> ôa?” ett | ye | ae) : 


由 引 理 6.1.1 知 , 对 于 充分 小 的 e> 0 及 任意 的 yle) € Hay...» 存在 Ce > 0, 使 得 


n—l pe 
gach a +. [lu Pas 
k=0" 9 
n-1 
(n) 1/2 (k)]2 
SI i a re gas, uI 


«| wo Wac Hele Iu? Mae +Ce Mu Wao) 


< (1+ eo) || u? | +eCe Il u IIo y 


1 十 ec 
= ĝar ele 


(Aou, U) (a,c) + cC« || u Ia) - 


因此 , HA, PHEAERAREE Wla, c) 中 也 是 有 界 的 . 由 引 理 6.1.2 知 , HA, 中 的 任意 
的 有 界 集 是 L2(a,c) 中 的 预 紧 集 , AUK, ce(4oao) =b- 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 y(z) € D(Ao(eoo)) = C(e) RA (6.3.3), 有 


"n oo 
(As ses > (aye y (9 ?)dz 


Z (ane Iy yas + Y- E (aua? e?" |y yda 


k=0 


> X 


A(n + Tp e y; Y)(c,00) 


> N(y;y)(coo- 


由 引 理 6.1.5, 6.1.6 及 充分 大 的 正 数 N 的 任意 性 知 , oe(Aho(c,oo)) = 由 引 理 6.1.3 和 
引 理 6.1.4 知 , o. (A) = ce(4a)Uoe(4coo) = $. 口 
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例子 6.3.1 iX Aoy = (1444128) (rte y" (a))" J-(z^e?* y(z)')'+Bre™ y(x), D( Ap) = CF (a, oo). 
#a>i,a>0,B>0, RI 
2 

2 CD" loaned = (Plea + Con 
m 12 2) _ 12 4 
Bn | "i B 
EE Sm 7744 
EN o2 T ( 2: p 
< 144+ 128 = a2. 


由 定理 6.3.2 $0, ho 的 任意 的 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 


64 一 般 系 数 微分 算 子 谱 的 离散 性 


本 节 研 究 系 数 满足 更 具 一 般 性 的 条 件 的 2” 阶 对 称 微分 算式 所 生成 的 算 子 , 得 到 了 
其 谱 是 离散 的 关于 函数 系数 一 般 项 ap(z) 积分 的 刻画 一 些 充 分 必要 条 件 , 其 主要 结 采 是 
E.Miiller-Pfeiffer 关于 常 微分 算 子 具有 离散 谱 条 件 关于 算 子 系数 函数 ao(z) 积分 相应 描述 
的 推广 , 并 且 包 含 了 二 阶 和 高 阶 两 项 微分 算式 所 生成 的 最 小 算 子 的 所 有 自 伴 扩 张 的 谱 是 
离散 的 著名 的 A.M.Molchanov 判定 定理 . 

研究 如 下 2n 阶 对 称 微分 算式 所 生成 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 ， 


r(y(z)) = Y (7-2) (ax(2)y(2))09, x € (0, 00) (6.4.1) 


k=0 

其 中 w(z) 是 定义 在 区 间 (0,00) 上 的 实 值 函数 . 

定理 6.4.1 若 对 称 微分 算式 (6.4.1) 中 的 系数 ak(z) 满足 以 下 条 件 : 

(1) ak(z) € WE(0,X),0 < k < n, VX > 0; 

(2) BE rfe p,0<p<r<n, 使 得 paint ar(z) = a > 0, a4(2) 2 O,r < k < n; 
(3) FAY > 0, 使 得 当 z >Y 时 , ak(z) >0,0<k <7; 

(4) sup. fit az(t)dt < 00,0 < k < n,k £ p, 


则 由 式 (6.4.1) 所 生成 的 最 小 算 子 ho 的 任何 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 充 要 条 件 是 对 于 确定 
的 w >0, 有 


(5) lim SZ ap(t)dt = oo. 
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证 明 充分 性 利用 引 理 6.1.1 RAK (1-3), 对 于 充分 小 的 a > 0, 存在 X150 及 
u(x) € CS°(0, oo), 有 


》 [actas 


r oo 
toe Y [aloha 
k=0 79 


k=r+1 
us co 
> [^ ah Pas = (Agu u) 
k=0 79 
T Xi T co 
- MA arla) Pas + D> f a;(x)|u™ dz 
k-o 79 k=0" X1 


Xi r~i Xi 
> f a, (z)|u Par + - n ax(z)]uP Pax 
0 k—0 0 
r-l ¿Xi 
»o|u? 2 -F f lax(z)|u 9 Pde 
k=0 79 


r-i Xi 
>a juh PS max fu f lok(cjlaz 
k=0 


> a || u? J? -C(e Iu? |]? +Ca lvl) 
> Flu) -cc Iu lf (6.4.2) 


这 说 明 A 是 下 半 有 界 算 子 . 
由 条 件 (5) 知 , 对 于 充分 大 的 如 > 0, 存在 X» > 0, 使 得 当 r> Xo 时 , 有 


f di ap(t)dt > bpw. (6.4.3) 
取 X = max(Xi, X2}, 定义 算 子 : 


Ao, (o, x) = TU, D(Ao,(o,x)) = C0 (0, X) 
Ao (xo0)u = TU, D(Ao (x,00)) = Co (X, 00) 


以 AT Axo A 和 和 4 分别 表示 A ox Ab acoso AG A Ao 的 Friedrichs 扩张 ， 
由 引 理 6.1.4 知 , o, (A7) = ee(At xy) Use (At s). 由 引 理 6.1.7 RA (6.4.2) n, Æ AT 的 
谱 是 离散 的 , BU oe(4") = 内 W ce(4) n (—00, 00) = ¢, HII 4 的 谱 是 离散 的 . 因此 , 要 证 明 
oe(4r7) = p 只 需 证 明 oe(4fo x) — 6 及 oel A o) =p W. 
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下 面 证 明 ce(4fo xy) =o. 由 式 (6.4.2) 及 充分 小 的 @ > 0 知 ， 
2 - id k)|2 
leo =f Pas 
k-0 70 
7 一 9X 
=u P+ 人 pan 
k=0°9 
r—1 
(r) 12 (k)42 
<l we | +X Do pa. lu | 


«| ul f? +X (eo pu? |? +Ce Iu I) 


< (14- 2X) || u |? +XCa Ilu |? 


eee 2€9.X 
—~—*" ((Aou, u) + CCa {| u I2) +X Ca | u I? 


<? 2 X 2CC., + 2eaCC,., X 
4M Cea. (pias) det CU Fee i 


+ XC) || ul. 


因此 , 能 量 空间 Ha, 中 的 任何 有 界 集 都 是 空间 Wz(0, X) 中 的 有 界 集 , 从 而 能 量 空间 Ha, 
中 的 任何 有 界 集 都 是 空间 L2(0, X) 中 的 预 紧 集 . 由 引 理 6.1.2 知 , oe(A70 x) = 办 
接 下 来 证 明 ce(4(x soy) = = @. 2 


Bou = V "(-1) 54499, D(Bo) = C§°(X, oo), 
k=0 


其 中 0< ec< 2 是 充分 小 的 正 数 , b. = e bk = —6e OS k& rk z p, 则 由 引 理 6.1.1 知 ， 
(Bou, u) > Ae [coos 其 中 


= ioe = bpt?" = pant (ec - e£ (7-9) IS E bpk”? = e). 


HF O< e< 2 是 任意 小 的 正 数 , 0 < & < oo 是 有 界 量 及 b, 是 充分 大 的 正 数 , HER 
易 得 A, 是 充分 大 的 正 数 . 
定义 算 子 : 


Sou = 3 CU) = bju ®] Pdz, D(So) T Co (X, oo), 
k=0 


则 Azu = Bou + Sou, u(z) € CX (X, oo). 
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对 于 Yu(z) € C8? (X, oo) KA (6.4.1), A 


r oo 
(Sou, u) = Y` f (ay(z) — by)lu 9 Pde 
k=0 X% 
CO OO 
= f (a,(x) 一 e) lu? Pda + f (a. —1(z) + elu? Paz 4+... 
E a 
+ f (ap(z) — bp)lu P Pdr +--+ f (ao(z) + €)|ul2de 
X X 
[o 9] 
> (a — €) |j u” |? te ff uD |? +--+ J aeiu ae |] u I£ 
X 
a TRE m 
> Sul JP tel uD |? +-+ 人 (ay(z) — bp)|u? Paz + -+-+ € || u Jf 


> 0. 


因此 ， (Apu, u) = (Bou, u) + (Sou, u) > (Bou, u) > Ac. 由 引 理 6.1.5 及 6.1.6 Ail, (Aly oo)) 1 
(—oo, A.) = 9, 故 FeAl x oo) = $. 


必要 性 BF im SE ap(t)dt = oo 不 成 立 , 则 存在 w* > 0 及 互 不 相交 的 区 间 列 w = 
[zu Ly +w*],v = 1,2,3,..., 使 得 


Zy tw” 
sup f ap(Z)dz < 00,71 < T2 € -- 
v=1,2,... Jay 


B u(x) € C° (0, oo), || w1(z) = 1, vi (z) 的 紧 支 柱 包含 在 wi A, 令 
Uy (x) = ui(z 一 Tv +21),v = 1,2,. oy 


则 我 们 有 (uy, uy) = Spy, BD (us(z))o-12,.. 是 正 交 列 , 因此 , (us (2))o—15,.. 在 Hilbert 空 间 
H = L2(0,o0) 内 是 非 预 紧 的 . 


由 条 件 (4) 知 ， 
(Aou us) =X S este) Pa 

k=0 

=>, D “ax(2) iP dz 
k=0 
Ma (k)12 Ty tw” 

< 
UMEN 


n 


v tw * 
k 
ES = «z«r Tatu Du is d lax(z)ldz sc 
ko! 1 
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Bl {u,(x)}v=1,2,.. 在 能 量 空间 HA, 中 是 有 界 的 . 再 由 Ao 的 任何 自 伴 扩 张 的 谱 是 离散 的 及 
引 理 6.1.2 Al, {uy(x)}y=1,2,.. 在 Hilbert 空间 H = L?(0,00) 内 是 预 紧 的 , 这 与 {u,(2)}.=12... 
是 非 预 紧 的 矛盾 . 口 


定理 6.4.2 各 对 称 微分 算式 (6.4.1) 中 的 系数 ok(z) 满足 以 下 条 件 : 


(1) a&(z) e WE(0,X),0<k<n,VX >0, inf a,(x)=a>0,0<2< oo; 
0«z«oo 
(2 sup f7" Jak(t))dt < 00,0 < k € n,k pO < p < n; 
0«zr«oo 


(3) o inf [p a, (t)dt > —oo, 


则 由 式 (6.4.1) 所 生成 的 最 小 算 子 Ao 的 任何 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 充 要 条 件 是 对 于 
确定 的 w, 有 


(4) lim. fe"? ay (t)dt = oo. 


WEBB 定理 6.4.2 必要 性 的 证 明 与 定理 6.4.1 的 必要 性 类 似 , KBAR. 因此 , 我 们 
只 需要 证 明 充 分 性 即 可 . 
对 于 Yu(z) € Cg? (0, 00), 
oo n—l poo 
U,u) = as (z)|u 9? da at (x) + a; (z))u 9 dz 
(ow = as(z) a d (a£ (2) + ag (2)) ju Pa 
m (n) ws /= weg S f (k) 
= a,(x)\u™ dr at u x a; (z)lu 9 dz 
= f ante) Pa PM t Gu? Pa 2 i) Pa 
由 条 件 (2), 对 于 充分 大 的 X1 > 0, 存在 充分 大 的 M > 0, 使 得 当 xz > X 时 ， 
z+1 
f la, (z)ldaz € M,k x p. (6.4.4) 
由 条 件 (3), 对 于 充分 大 的 X2 > 0, 存在 充分 大 的 N > 0, 使 得 当 z > Xz 时 ， 


z+1 
E J laz (z)ldz < —N. (6.4.5) 
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因此 , 取 X = max(Xi, Xo}, 由 式 (6.4.4), (6.4.3) 及 充分 小 的 a, A 
i (k) wo [*? (k) 
at (z)|u9 2d " 2dr 
LL + (2) ju) ey a; (z)]u(9) 
oo n—l poo n—l pag 
(nm)12 + (ki. a (k)2 
>f as (2)lt Pact f. af (z)lu Par EL laz (z)llu P Pde 


n—l poo n-i .oo 
2a| wv? p? f at (x)\u*) dz — V" f la; (x) ||u dz 
k=0" X k=0"* 


oo n—1 
= E (n)|2q 
(douu) = 人 as(z)i ds + Y 


n—l pao oo n—l pvtl 

=a fu” eS, [^ afou- 3 S^ [^ lacu Paz 
k-o " X v—X k=0 "V 

o gg LN f ) iw me [P 
>a || u™ |? + f at (z)|u? dz 一 max p f a, (x)|ldz 
LORE S OPa- 3 7 max Iw [7 are) 

n—l roo co n-1 

>alu® (2 4 V^ f at(z)upds C V5 Y max ju 
k=0" X JN Cam 


n—l pao oo 
>a lu” +S f af (x)|u*) dz — C V (e1 || v? |? +Ca || u I?) 
k=0" X v=X 


n-1 oo 
> (a — Ca) fu f? 4. V^ 人 at (z)ju® Pde — CCa || u |? 


k=0 


a oo 
251 u™ |? «f ax (z)|u9) Paz — €, || u |f? 


其 中 C = max{N, M},Ci = CC4,0« 6 < 总. 
由 引 理 6.1.1, 条 件 (4) 和 充分 小 的 0 < e < 2 及 充分 大 的 b, > 0, FE X. > X, 使 得 
对 于 Vu(z) e Cye(Xe,oo), 有 


a rs = 
(Aou) 2 5 | P+ f at Pas — Cy u 


€ 


a oo n oo 
2249 Pe [ax (au Pac, pul 7 [jw Pas 
(OX. k=0 Xe 
"n oo 
E» J ap glu) dz — Cy || u lf 
k=0 " Xe 
之 A,(u, u) E Ci | u II^, (6.4.6) 


其 中 Ono = 5 —€, Apo = b — € ako = —€, KF# n,p, A= oin IGG ES €)€2" 二 e£Xn-1) ud 
(bp — E)E? — ... — e£? — e. 


以 A,x.) A(X.,00) 和 4 分别 表示 Ao,(0,x.)»A0,(X-,00) 和 Ao 的 Friedrichs 扩张 , EH 5] 8 
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6.1.4 知 ， 
ce(4) = Fe(A@,x.)) U oe( A(X.,00))- 


由 引 理 6.1.5, 6.1.6 和 式 (6.4.1) $, o¢(Acx.,00)) N (—00, Ae — C1) = $. 由 于 正 数 bp 的 任 
意 性 , 故 
Oe(A(x. ,00)) = $. (6.4.7) 


下 面 证 明 ec(A(ox.)) = ¢. 
对 于 Vu(z) e Cg*(0, X») 及 充分 小 的 0< e «s. 


(omu) = { onto Pe + Y E ax(2) lu Pads 


k—0 


> au 2-5 max WOP f” lods 
k=0 : 
n—1 
> (n) 2 _ (k))2 
> aru |? CY may, Iu 


> a || u IP -Cle |] u |? +0a Iu IP) 
> (a — Ce) || u™ J? -CCa I u IP 
mE n 
a= z | ul”) 上 一 CCe | u I? 
TT" 3 d. lu Par =I) ul P+ T ju) Pas 
k—0 


«Ju? I? +X. E max ju]? 
k=0 : 


«Iu? |? +Xeles Il u I? +Ces Iu l) 


< (1+ €3X-) || u™ |? +XeCe,s || u I? 


eee Agu, u) + CC. || u ||?) + XeCes || u If? 


2(1 + ea X. 2CC. S + ea X.) 


< EE 1) + ( 
< C2(Aou, u) + C3 || u ||? 


+ XC) || u If 


因此 , 能 量 空 间 na, 中 的 任何 有 界 集 都 是 空间 Wz(0, X.) 中 的 有 界 集 , 从 而 是 空间 
IL?2(0,XX。) 中 的 预 紧 集 . 由 引 理 6.1.2 知 , o-(Aox.)) = 9. 再 由 式 (6.4.7) H,o(A)=¢ O 
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在 定理 6.4.2 POR p — 0, 我 们 可 以 得 到 文献 [78] 中 的 定理 6.3.8, BE 
推论 6.4.1 若 对 称 微分 算式 (6.4.1) 中 的 系数 ak(z) 满足 以 下 条 件 : 
(1) ak(z) € WE(0,X),0 < k < n,YX > 0, ,inf an(z) =a >0,0< T< %0; 
" PD. Iz \ax(t)|dt < 00,1 < k € n; 
(3) inf © JEt ac (t)dt > —oo, 


则 由 式 (6.4.1) 所 生成 的 最 小 算 子 A 的 任何 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 充 要 条 件 是 对 于 确定 
的 o, | | 


(4) lim JP" ao(t)dt = oo. 


在 定理 6.42 中 如 果 n =1,0;(2) = 1,p = 0, 我 们 可 以 得 到 著名 的 A.M.Molchanov 判 
定 定 理 , 即 


推论 6.4.2 设 二 阶 微分 算式 
T(y) = —y" + a(z)y, x € (0,00) 


若 系数 q(x) AEH, 则 由 上 式 生 成 的 算 子 Aou = ru, D(Ao) = C$°(0,00) 的 任何 自 伴 扩 张 
的 谱 是 离散 的 充 要 条 件 是 对 于 确定 的 中 > 0, 


THW 
jim f q(t)dt = oo. 


在 定理 6.4.2 POOR an(z) = Lan_li(z) =… = az(z) = a(z) = 0,p = 0, 我 们 可 以 得 到 
A.M.Molchanov 的 另 一 著名 判定 定理 , 即 


推论 6.4.3 iX 2n 阶 二 项 微分 算式 
T(y) = (-1)"y?™ + gq(z)y, z € (0, co) 


若 系数 q(x) AEH, 则 由 上 式 生 成 的 算 子 Agu = ru, D(Ao) = C (0,00) 的 任何 自 伴 扩张 
的 谱 是 离散 的 充 要 条 件 是 对 于 确定 的 w > 0， 


zw 
Jim f q(t)dt = oo. 
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例子 6.4.1 Aou = —[(cosz+a)u®)]®) + ((sin z --b)u(?](2 一 [(z 十 cj)ru] +(cosz+d)u, D(Ao) = 
C(0,00). Ha=1,b>1,c>0,d=1r>0 时, LERT ho 的 系数 符合 定理 6.4.1 的 条 
fF, 故 ho 的 任何 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 
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第 七 章 “” 具 特殊 系数 丁 对称 微分 算 子 谱 的 离散 性 


本 自 伴 微分 算 子 的 谱 理论 的 研究 起 源 于 人 们 对 耗 散 算 子 和 有 具有 复 势 能 的 Schrödinger 
算 子 的 研究 . 工 对 称 微分 算 子 在 某 些 方面 的 性 质 可 能 较 对 称 微分 算 子 有 更 为 简洁 明了 , E 
如 每 个 JOSPRRAICT LT RA 丁 自 伴 扩张 . 但 在 许多 方面 二 对 称 微分 算 子 比 对 称 微 分 算 子 
的 性 质 更 为 复杂 , 比如 复 系数 Sturm-Liouville 问题 的 点 型 与 圆 型 属性 就 完全 异 于 实 系数 
情形 , 细节 可 参看 [71]. 

当 算 子 是 自 伴 或 J- B FERT, 它 的 剩余 谱 是 空 集 , 从 而 只 需 研究 其 点 谱 和 连续 谱 ， TH 
伴 算 子 是 非 对 称 算 子 , 从 而 , 它 不 是 自 伴 算 子 , 它 的 谱 可 能 不 仅 限 于 实 轴 上 . 因为 自 伴 算 
子 的 谱 可 分 为 离散 谱 和 本 质谱 两 部 分 , 所 以 J- 自 伴 微分 算 子 谱 的 定性 分 析 类 似 于 自 伴 微 
分 算 子 的 谱 分 析 , 也 就 是 给 出 工 自 伴 微分 算 子 谱 的 分 布 即 点 谱 、 连 续 谱 的 存在 围 范 , 离散 
谱 、 本 质谱 的 存在 区 间 , 判断 二 自 伴 微分 算 子 谱 的 离散 性 以 及 相应 的 特征 函数 系 的 完备 
性 等 等 . 本 章 我 们 利用 算 子 的 方法 、 分 析 方 法 和 直 和 分 解 的 方法 , 研究 了 一 类 具 复 指数 系 
数 的 偶数 阶 对 称 微分 算 子 的 谱 , 得 到 了 微分 算 子 系数 的 实 部 与 虚 部 都 非 负 是 算 子 的 谱 是 
离散 的 一 个 充分 条 件 ; 进一步 得 到 了 微分 算 子 系数 的 实 部 与 虚 部 满足 一 般 条 件 时 其 谱 是 
离散 的 一 些 充 分 条 件 . 另外 , 还 研究 了 具 复 窜 指 积 系 数 、 复 欧 指 积 系 数 的 二 对 称 微分 算式 
生成 的 算 子 谱 的 离散 性 , 得 到 了 J- 自 伴 微分 算 子 系数 的 实 部 或 虚 部 满足 某 些 条 件 时 其 本 
质谱 是 空 集 , 即 本 自 伴 微分 算 子 的 谱 是 离散 的 . 


7.1 预备 知识 


C (z1,22) = (y(z) € C(z1, 22)ly (x) € C(x1, 22)}, 
C (21,72) = (y(z) € C'(z1,22)| || y(z) lea; za)< oo}, 
l 
| uz) lle, ao) = M sup ly (z)|, 
k=0 zi1«r«r2 
Cr (21,22) = {y(z) € C (z1, 2)| | v(z) llw2(«1,2))< oo], 
m 
ly lwes (Sy | WOE Paa). 
k-o* 71 
Banach F [A)W! (21,22) 是 Co(zizo) 的 范 数 | - we 下 的 完备 化 空间 . 


引 理 7.1.1 [50], [78] BO<k<1,1<p<oo, MZ) W!(21,22)(-00 € z1 < z2 € +00) 是 
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连续 嵌入 到 空间 Cl(zi,z?) 中 且 对 于 任意 的 e> 0, 存在 常数 Ce, 使 得 


| y le, 02) = € | y? || ro (21,22) 十 Ce | y ro (24,22): V9 (x) € Wi(zi, 22), 


BP 


> sup yoo) < « J ^ ly? (a) Pda)? + Ce( [ lv(z)Pdz)?, Vy(z) € Wi(z1, 22). 


g ZL<Z 
Æ (21,29) 是 有 限 区 间 , 则 由 W3 (21, £2) 到 C'(zi, 29) HRA EH. 


定义 7.1.1 [34], [78] 定义 域 D(T) Æ Hilbert 空间 中 五 稠 定 的 算 子 了 RA 了 对 称 的 , 如 
果 对 于 Ho 04655 X56 J, 有 ,JTJ CT*, 其 中 T* AR T HARAT, Jf(z) = f(z). 特别 地 ， 
当 JTJ-T* 时 , 我 们 把 算 子 TAA L-B4XT. 


引 理 7.1.2 [78] 若 Hilbert i] H 中 的 闭 线性 算 子 T 的 预 解 算 子 是 全 连续 的 , WT 的 谱 
是 离散 的 ; X TESTS, 则 其 逆 也 成 立 . 


引 理 7.1.3 [78] 3X H X Hilbert 空间 , T, € B(H),T2 € B(H). zi T #2 T, 中 有 一 个 是 全 连 
续 算 子 , TOT) 也 是 全 连续 算 子 . 


引 理 7.1.4 [78] 3k T1, T) X. Hilbert 空间 H 中 的 闭 笛 定 算 子 且 满足 如 下 条 件 
(i) TT, X€ H vx Re PRARARAxER, 
(ü) D(11) = D(13); 
(iti) 对 于 某 Ag 复数 , R(T, + iTo 一 A07) Æ H "P 8E 63; 
(iv) 对 称 算 子 Ti +T 的 Friedrichs 扩张 的 预 解 算 子 是 全 连续 算 子 ， 
WEF THT, iT) HAMS BSF Ao € p(T), (T — AoD) ! 是 全 连续 算 子 . 
引 理 7.1.5 [78] 县 有 有 限 相 等 亏 指 数 的 对 称 算 子 的 所 有 自 伴 扩张 的 本 质谱 相同 . 


引 理 7.1.6 [50], [78] 4 a[u, 和 bool 是 闭 的 下 方 有 界 的 半 双 线性 型 , D(a) C D(b),alu, u) > 
b[u, u], Vu € D(a). 

Z A 和 B 分 别 是 由 alu,v] 和 b[u,v] 生成 的 自 伴 算 子 , 其 中 ade (Au,v),u,v € 
D(a), b[u, vl = (Bu,v), u,v € D(b). 

AX F X (oo < 入 < oo), 有 oe(B)N(—0%, A) = 6, A] e.(A)n (709,4) = 
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EM 7.1.2 [78] 复数 和 € CHART A 的 正则 型 点 ， 如 果 存 在 kk = Kk) > 0, 使 得 
| (A— ADz ||» kA) | z ], Vr € D(A). HF A 的 所 有 正则 型 点 所 组 成 的 集合 称 为 算 子 A 
的 正则 型 域 , 记 为 (A). 


引 理 7.1.7 [34] 若 K(A) = ((Ay,y)lVy € D(A), lv |= 1}, 8l C\ K(A) CHA), 其 中 (A) 
表示 A 的 正则 型 域 . 4 or(4) = 少时 , 则 o(A) c K(A). 


引 理 7.1.8 [78] 六 自 伴 的 线性 算 子 A 的 剩余 谱 是 空 集 , 即 or(4) — 9. 


引 理 7.1.9 [33] 设 


Ly(z) = X (-1)* (aey (x), y(x) € C (a, oo). 
k=0 
X a, > 0,0, >0, 则 最 小 算 子 Lo 的 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 , 其 中 Lo 是 由 工 在 空间 
C$* (a, oo) FERHAT. 
引 理 7.1.10 [33] iX 


Ly(z) = Y ((—1)*(ase^*y(9 (z))9, y(x) € CF (a, oo). 
k=0 


3 an > 0,ap E Rk-0,1...,n-1, an > E Gas al 则 最 小 算 子 Lo 的 所 有 自 伴 扩张 
一 1 
的 谱 是 离散 的 , 其 中 Lo 是 由 工 在 空间 Cge(a,co) 中 生成 的 算 子 . 


7.2” 复 指数 函数 系数 J- 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 
本 节 研 究 如 下 2n 阶 对 称 微分 算式 所 生成 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 


(ry)(z) = V CUI (2) y (2), € (a, 00) (7.2.1) 
其 中 p(z) = (ax (x) + id, (x))e%, a > 0. 
车 aok(z) = ax, by (x) = by € R, 则 我 们 把 式 (7.2.1) RA J- 对 称 指数 函数 系数 微分 算式 ， 
由 J- 对 称 指数 函数 系数 微分 算式 所 生成 的 算 子 称 为 J- 对 称 指数 函数 系数 微分 算 子 . 


定理 7.2.1 设 


Toy(7) = 2_(—1)*[(ag + iby )e**y (2)]®, D(To) = CF (a, oo). 
k=0 


66 


若 算 子 元 的 系数 ay, bkk = 0,1,...,n 满足 a, > 0,0, > 0, ak > 0, > 0, k = 
0,1,---,n— 1, M To HAH E CEP SK T 的 本 质谱 oe(T) 是 空 的 , FP To 的 所 有 的 自 
伴 扩张 全 的 谱 o(T) 是 离散 的 . 

证 明 令 


niyle) = V (71) lare *y(? (x), D(To) = C$*(a, oo), 
k=0 


myle) = Y (1) brey (2)], D(To) = CF (a, oo). 
k=0 


记 Tio, T20,To 分 别 是 由 my(z),my(z),ry(z) 所 生成 的 最 小 算 子 , BU 


Tioy(z) = T1y(x), y(x) € D(1io) = Co? (a, oo), (7.2.2) 
Tioy(z) = T2y(x), y(x) € D(Tio) = Cg” (a, oo), (7.2.3) 
Toy(z) = ry(z),y(x) € D(Tio) = CS (a, oo). (7.2.4) 


下 面 我 们 证 明 Tio, Too, To 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (i) — (iv). 

HA (7.2.2)-(7.2.4) 知 , Tio Too 是 空间 Z2[o, co) 中 的 对 称 稠 定 的 算 子 且 DT) = 
D(Too), 这 说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 中 的 条 件 (ii). 

对 于 任意 的 y(z) € C8, k -1,2,...,n, 有 


ES 1 oo NES oo 
e |y®) Pax = —(e% ly 一 n ey (Fry da) 一 f ez (9 y qa) 
Q a 5 


a 
oo 
a 


2. [°° k) 2 kt1))2 4,11 
Zif ey Par [emmy asit. 


lA 


更 进一步 , 我 们 有 


oo 2 co 
f e? | (*9 2dr » e f e** |, 9 dz. 
a i Q a 


AT, 
EM. (k)2 Q 2k zm 2 
[ctw Par G| yde 
a MUN" (7.2.5) 
> tes | war 
a 
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由 式 (7.2.5) 及 任意 的 y(z) € Ce? ll, 


n oo 
Re(Toy, y) = (Doy. y) = $. f axe? ly Pda 
a 


oo 
JUPE EPI (7.2.6) 
a 


n oo 
Im(Toy, y) = (Troy, y) = 9 f b.e?" |y) dz 
a 
oe a 
> f bne y da: > bn(3) e^ ly II? 1 (7.2.7) 
a 


这 说 明 Tio, Too 是 下 方 有 界 的 . 因此 , Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 中 的 条 件 (i). 
由 式 (7.2.2)-(7.2.4) 知 , To = Tio + iTo- 
由 式 (7.2.6) 和 (7.2.7) 知 ， 


ô(To) C {A = B iB > a (e^, > bul Se]. 


4 Ao = an( F)*e% —1--i(b, (2)?^e*6 — 1), 则 Ao € p(To), 因此 , p(To) # 4, R(Ti0 +iT20 — 
Aol) Æ L?[a, oo) 中 是 稠 定 的 , 这 说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (iii). 

4 T'y = Troy + Tooy, 则 T'y = xc [(a + 6)e?*y(9 (z)](9, D(To) = C§°(a, oo), H 
T 是 稠 定 下 半 有 界 对 称 算 子 . 

由 引 理 7.1.9 Anl, T" 的 所 有 上 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 由 引 理 7.1.2 An, T" 的 任 一 自 伴 扩 
张 的 预 解 算 子 是 全 连续 的 , 进而 , T 的 任 一 Friedrichs 扩张 的 预 解 算 子 也 是 全 连续 的 , 这 
说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (iv). 

综 上 所 述 , 对 于 复数 Ao = as(8)?ne29 一 1 二 ibmn(8)2nea — 1) € p(To), (To — Xon-1 是 
全 连续 算 子 . 

对 于 任意 的 Ae pT), 有 


(To — AI)! = (To — AD)! (To — ào) (To NT)! 
= (To — M) ![(To — AI) + (A — Ao) I] (To — Ao) 
= (To — AoI)! + (A — Ag)(To — AI) ! (To — Aol). 


FH (To — Ao)! 是 全 连续 算 子 , Ae p(To) 及 引 理 7.1.3 A, (To - AD)! 是 全 连续 算 子 . 
由 引 理 7.1.2 和 7.1.5 知 , oe(T) =0-(To) = 内 HPT Æ To HE-W ART SK. o 


定理 7.2.2 iX 


Toy = Y (—1)*[(ar + iby e™y (x)|, D(To) = CF (a, oo). 
k=0 


EHF To 的 系数 au by, k — 0,1... n 满足 
(i) an > 0, bp > 0; 
(ii) lim [7 Jap + bg letdt = 0,k —0,1,...,n— 1, 
则 To 的 所 有 的 大 自 伴 扩 张 了 的 谱 是 离散 的 . 
证 明 e 


niyle) = Y C1) ase**y/ 9 (x), D(To) = C%°(a, 00), 
k=0 


Tay(z) = $ "(71)" bey (2), D(To) = CF (a, oo), 
k=0 


ray(z) = $ (-1)"[(an + b.)e**y(? (x)|, D(To) = C$? (a, oo). 
k=0 


并 记 Tio, Too, Tso, To 为 由 mgy(z), ryle), ryle), ry(z) 所 生成 的 最 小 算 子 , BI 


Tioy(z) = riy(z), y(x) € D(Tio) = CO (a, oo), 
T»oy(z) 一 T2y(z), y(z) € D(Tio) = Co° (a, oo), 
Tsoy(z) = Tsy(z), y(x) € D(T1o) = C$" (a, oo), 


Toy(z) = ry(z), (x) € D(Tio) = C$" (a, 00). 
HAE (ii) An, 对 于 任意 给 定 的 ve > 0, FE N > 0, 使 得 
7 十 1 
J la + bye? dt < e. (7.2.8) 


4 T = Tio + Tho, W T TADEK T = Ty, ny Tiy oo) ; 即 T'y = Ti yy Tis uy. 设 
T", Tian) 和 全 woo ÆT, Thay) A Tiyo) 的 Friedrichs 扩张 , 其 中 


TmY T'y, D(Ti, v) = Cy (a, N), 
Tiw,co)¥ = T y; D(Tin,c0)) = C0 (N, 00), 
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则 o, (T") = o (f, n)) Uoe(T"Wwyoo))- 由 oe (T's v) = 6 4, 


o-(T") = T c, (T' [N, co))- (7.2.9) 
同 理 可 得 ， 
oe(To) = Ge (To (N.oo)); (7.2.10) 


其 中 fo, foo) 分 别 是 To, To iN.) 的 Friedrichs 扩张 
对 于 任意 的 y(x) € CN, oo), 有 


Pa oo n—l poo 
(Pii) [ (an+ bet Pas Y^ f (ac tenti Pas 


(7.2.11) 
~ co 
> (Too oo) 9) — >, 人 las + bx|e?"|y( Pde. 
k= 
由 引 理 7.1.1 RA (7.2.8) 知 , 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 存在 常数 CL, 使 得 

n—1 oo 
Y [centers 

n—1 oo 
= > > J i lay + byle |y™ P dz 

k=0 v=N 

n—1l oo 

k)12 

< > ( max. y ! f lax + byle dz —. 

k=0 v=N 

-1 oo 
k)\2 (7.2.12) 
23 ie: Jn ly lf 13 
k=0 v=N 
OO 
2 

< € 2, | y legt [v,v--1] 


oo 

aed (ell osse +Ce Uv loea]? 
v=N 

< 2e(& | ye | r2[o,o-1] +C? lv lz2to,.o1]) 


KA (7.2.12) RAA (7.2.11) 中 可 得 , 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 存在 充分 大 的 正 数 N, 使 得 
(T's oy, Y) > (T30,,v,00)¥ 9),  Vy(z) € CSe(N,oo). (7.2.13) 


由 引 理 7.1.9 知 , Too 的 所 有 的 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 特别 地 , Tuo 所 有 的 Friedrichs 
扩张 Tao 的 本 质谱 ce( 吾 o) EZR. 由 式 (7.2.9), (7.2.10), (7.2.13) 及 引 理 7.1.6 An, T 的 谱 
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是 离散 的 , 进而 , 由 引 理 7.1.5 An, T" 的 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 应 用 与 定理 7.2.1 相 
似 的 过 程 我 们 可 得 , To 的 任意 的 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 口 
定理 7.2.8 若 算 子 

Toy = 》_(—1)*[(ak + ib ey (x)|™, D(To) = CF (a, oo) 


k=0 


的 系数 aL by, k —0,1,...,n 满足 

(i) an > 0,bn, > 0; 

(i) an > 3: (Qas al, bn > $ bs al 
R) To 的 所 有 的 I-A KT 的 谱 是 离散 的 . 


证 明 应 用 与 定理 72.1 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , 只 是 需要 注意 到 
引 理 7.1.10 及 如 下 事实 : 由 条 件 (2) 知 , 存在 51 > 0,69 > 0, 使 得 


n n 
2 2 
an = 9 (CY lane + 51, bs = 9 CY bs ca] + o. 
k=1 k=1 
对 于 任意 的 y(z) e CS, 有 
oo n—l poo 
Re(Toy, y) = (Tioy,y) = f ase |y? dz 4- V 7 f aye" |y) dz 
a k=0 a 


oo n 2 n—l pag 
= | QC, + 61)e ly dz + f axe?" ly Pde 


oo n—1 2 n—l poo 
= n (2 C? P lag] + 61)e**]y az + ^ f aye?* |y dz 
9  k-0 k-0"? 
n—l poo oo 
=P | (lanl + ayer det] ety Pa 
korg * 


oo a oo 
> | hie ly Pde > ie)m f lu^ dz, 
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oo 7 n—l pao 
2 
Im(Toy, y) = (Toy, y) - f ( (=) bnl + à3)e?* |y™ 2 da: 4- > | bye? |y |?dax 
a Q A 
| ed k=0 
co n-i 9 n—l ago 
=| (SEO a] + oo)e ly Pas + / b,c |y dz 
s k=0 e k=0 a 
n—l pao ES 
= [qtu + owesly Pase erly hae 
k=0" € a 


oo 
»ée( Sy" 人 lyas, 
a 


这 说 明 Tio, To 是 下 半 有 界 的 算 子 . o 


定理 7.2.4 iK 


Toy = M (—1)^[(ay + ibx)e?*y(9 (x)|, D(To) = CF (a, oo). 
k=0 


XR T 的 系数 ay, by, k 二 0,1,...,n 满足 


(i) an > 0,5, > 0; 
n 
(ii) a, >0,n=0,1,...,.n—1, bn > > Ou 
k=1 


则 To 的 所 有 的 J-E TE TÉ 了 的 谱 是 离散 的 . 


证 明 应 用 与 定理 7.2.1 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , 只 是 需要 注意 到 
如 下 事实 : 由 条 件 (ii) A, 存在 6 > 0, 使 得 


ba = YQ a] +6 
k—1 
对 于 任意 的 y(z) e Cge, 有 


n Co 
Re(Toy, y) = (Tioy, y) = È f aye?" |y Pda 
k=0°% 
oo a 2 2 
> ane™*ly Paz > a (2e | y IP, 
a 
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oo n 9 . n—l noo 
Im(Toy, y) = (Toy, y) = f (2 (Slonel + 62)e [y S f b.e? |y 9 da; 
¢ k=l k-0** 


oo n—1 2 2 k 2 Le i: k 
= |/ Q AG) (Ok) ibh] 十 daje |y? | +> | bpe” |y™ |2dax 


=0 79 


n—1 oo oo 
=5 [Weal + be Pas +5 [erty has 
k=0° % g 
aa Q 2n = 2 
> ier(3)2 人 Pa 
这 说 明 Tio, Too 是 下 半 有 界 的 算 子 . 口 
定理 7.2.5 设 


Toy = Y (71) [lar + iby)e**y/* (2), D(To) = CF (a, oo). 
k=0 


若 系数 ay, by, k 二 0,1,...,n 满足 
(i) an >0,b, > 0; 
Gi aes E (3)*lan-el b, >0,n=0,1,...,n—1, 
则 Ty 的 所 有 的 也 自 伴 扩张 了 的 谱 是 离散 的 . 


证 明 应 用 与 定理 72.1 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , 只 是 需要 注意 到 
如 下 事实 : 由 条 件 (ii) 知 , 存在 5 > 0, 使 得 


an = Y C" lanl +6. 
k=1 
对 于 任意 的 y(z) e CS, 有 


co ^ n—1 
2 oO 
Re(Toy, y) = (Toy, y) = f (OS) anal + 62)e ly Pa + >, f ape?” |y™ Pda 
a  k—i k=0 "4 


oo n—1 9 n—l poo 
= | GC Pad + dade past S^ [aetas 
i k=0 k=0 a 


n—l poo co 
=D | (arl + ane Pass [^ erly Pas 
k a 


=0 "49 


Q OO 
> &e(Sy f lyl^dz, 
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x oo oo 
Im(Toy, y) = (Troy, v) = X f be^ |y Pda > f bne"? |y™ Pda > b (5) er I v I, 
k=0 a a 


这 说 明 Tio, Too 是 下 半 有 界 的 算 子 . 口 


7.3” 复 究 指 积 系数 J- 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 
本 节 研 究 如 下 2n 阶 对 称 微 分 算式 所 生成 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 


n 


(ry)(z) = 》 (1 [pe (z)y (2), x£ € (a, 00) (7.3.1) 


k=0 


其 中 pc(z) = (ax (x) + ib (x)) re, a > 0. 
Zi ak(z) = ag, dy (x) = by € R, 则 我 们 把 式 (7.3.1) RA J- 对 称 虎 指 积 系数 微分 算式 , 由 
本 对 称 守 指 积 系 数 微分 算式 所 生成 的 算 子 称 为 二 对称 才 指 积 系 数 微 分 算 子 . 


定理 7.3.1 iX 


Toy(z) = Y "(70 [(ax + ibe) ze y™ (x)|“) (To) = C$" (a. 00) 
k=0 


若 算 子 Ty 的 系数 ay, be, k = 0,1,...,n 满足 a, > 0,0, > 0, a, > 0605, > 0, k = 
0,1,---,n—1, 则 To 的 所 有 的 自 伴 扩张 工 的 谱 o(T) 是 离散 的 . 


证 明 令 
niyle) = X (-1)*[axre**y (x), D(To) = C§°(a, oo), 


k=0 


myle) = V (1) [b.e y (2), D(To) = CZ (a, oo). 
k=0 


记 Tio, Too, To 分 别 是 由 niyle), ryle) ryle) 所 生成 的 最 小 算 子 , 即 


Tioy(7) = niy(z), y(x) € D(T\o) = C$ (a, oo), (7.3.2) 


Tioy(z) = T2y(z), y(z) € D(Tio) md Co (a, oo), (7.3.3) 
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Toy(z) = ry(z), y(z) € D(T1o) = C§°(a, oo). (7.3.4) 
下 面 我 们 证 明 Tio, 72o, To 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (i) — (iv). 
由 式 (7.3.2)-(7.3.4) 知 , Tio, To 是 空间 L?[a,oo) 中 的 对 称 稠 定 的 算 子 且 D(Tio) = 
D(T29). 这 说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 中 的 条 件 (i). 
对 于 任意 的 y(z) € CX, k =1,2,...,n, 有 
I re? y * D Pa > (Fy T ze?? |y? 2 da, 
更 进一步 , 我 们 有 » 
n ze? |y(* D 2d > c [ ze? yl" dz. (7.3.5) 


由 式 (7.3.5) 及 任意 的 y(z) e Cg? 知 ， 


n oo 
Re(Toy, y) = (Tioy, y) = V | | ayze^? y(9 Pda 
k=0" 9 
oo 
2 f anze” jy ™ dz 
a 


a 
> a4) "ae™ | y If, (7.3.6) 


n oo 
Im(Toy,y) = (Toy, y) = È f byze^" |y Pda 
k=0 "9 


oo 
> f b, ze?" |y? dz 
a 


a n 
> b (T) "ae? || y If. (7.3.7) 


这 说 明 Tio, Too 是 下 方 有 界 的 . 因此 , Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 中 的 条 件 (i). 
由 式 (7.3.2)-(7.3.4) 知 , To = Tio + iTo. 
由 式 (7.3.6) 和 (7.3.7) 知 ， 


&(To) C {A = B+ il > as (7 ae, 5 > b. (7)? ae? ). 
4 No = as(2)?^ae** — 1 + i(bn (2)?^ae?^ — 1), 则 Ao € p(To), 因此 , p(To) £ 6, R(T + 


i159 一 Aol) 在 L^[a, oo) 中 是 稠 定 的 ， 这 说 明 Tio, T20 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (iii). 
4 T'y = Troy + T»oy, 则 T'y = E (wlan + by) rey") (2), D(To) = C8 (a, oo), H 


T5 


T 是 稠 定 下 半 有 界 对 称 算 子 . 

由 定理 6.2.1 知 , 的 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 由 引 理 7.1.2 知 , 的 任 一 自 伴 扩 
张 的 预 解 算 子 是 全 连续 的 , 进而 , T' 的 任 一 Friedrichs 扩张 的 预 解 算 子 也 是 全 连续 的 , 这 
说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.5 HAE (iv). 

综 上 所 述 , 对 于 复数 Ao = as ($)?^ae*^ — 1-- i(b. (2)?^ae** — 1) € p(To), (To — Ao1) ! 是 
全 连续 算 子 . 

对 于 任意 的 入 e p(To), A 


(To — AI) = (To — AI)! (To — AoI)(To — ND! 
= (To — AI)! [(To — AI) + (A — Ao)I](To — Aol)" 
= (Ty — AgI)! + (A — Ag) (To — AI) ! (To NMI). 


由 (Tg — Aol) EZERA T, Ac p(To) 及 引 理 7.1.3 知 , (To AD)! 是 全 连续 算 子 . 
由 引 理 7.1.2 和 引 理 7.1.5 All, oe(T) =0-(To) = o, EP T Æ T HEK J-P. O 


定理 7.3.2 设 


Toy = Y C2*fa + ib )ze?*4(9 (39. D(T9) = CF (a, oo). 
k=0 


EHF 的 系数 ay, by, k — 0,1, n 满足 
(i) an > 0,bn > 0; | 
(i) lim [7* lay + by|re?tdt = 0, k = 0,1,...,n — 1, 
则 To 的 所 有 的 J-E SK T 的 谱 是 离散 的 . 
证 明 应 用 与 定理 7.2.2 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , REDAK. O 


定理 7.3.3 dk 


Toy = X (—1)" [(ax + iby)ze?*y (9 (x)|), D(To) = CF (a, 00) 
k=0 


若 算 子 了 的 系数 ax, by, k 二 0,1,...,n 满足 
(i) an > 0, bn > 0; 
n n 
(ii) an > 22 GO?" anal, bn > ION 
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则 Ty 的 所 有 的 大 自 伴 扩张 了 的 谱 是 离散 的 . 
证 明 应 用 与 定理 7.2.3 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , REAR BRR. O 


定理 7.3.4 设 


Toy = 》`(-Dt[(ok 十 讽 )jreszy(z)j],D(TD) = Cs (a, oo). 
k=0 


若 算 子 元 的 系数 ay, by, k =0,1,...,n 满足 
(i) an > 0,bn > 0; 
(ii) a, >0,k 2 0,1,... n — 1l, bn > 2: (4 bnl 
则 To 的 所 有 的 J-B TRIP TET. 的 谱 是 离散 的 . 
WEAR 应 用 与 定理 7.2.4 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , KETAR. O 


定理 7.3.5 设 


Toy = Y (C71 [(ax + iby) 2e™*y (2)]®), D(To) = CF (a, 00). 
k=0 


车 算 子 T0 的 系数 ay, by, k —0,1,... n 满足 
(i) an > 0,5, > 0; 
[ij aes 2: (4an b,» 0,4 =0,1,...,n—-1, 
则 To 的 所 有 的 ATR T 的 谱 是 离散 的 . 
HEAR 应 用 与 定理 7.2.5 相同 的 过 程 , 我 们 可 以 得 到 本 定理 的 证 明 , REDARE. O 


O TA 复 欧 指 积 系数 J- 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 
本 节 研 究 如 下 2n 阶 对 称 微分 算式 所 生成 的 微分 算 子 谱 的 离散 性 


n 


(ry)(z) = $ (~) [px (2) (9 (2), x € (a, oo) (7.4.1) 


其 中 px(z) = (ax(2) + ibi(2))2 5697, a > 0,a > 22. 


TT 


F a(x) = ag, by (xz) = by € R, 则 我 们 把 式 (7.4.1) RA J 对 称 欧 指 积 系数 微分 算式 , 由 
本 对 称 欧 指 积 系数 微分 算式 所 生成 的 算 子 称 为 二 对 称 欧 指 积 系数 微分 算 子 . 


定理 7.4.1 设 


Toy(z) = V (~—1)*[(ax + ibr)z™ et y™ (x), D(To) = CF (a, oo). 
k=0 


若 算 子 T 的 系数 ay, de, k = 0,1,...,n 满足 an > 0,bn > 0, a, > 0% > 0, k = 
0,1,---,n — 1, 则 To 的 所 有 的 JAAS KT 的 谱 o(T) 是 离散 的 . 


证 明 令 


nyula) = Y C larsen (2/09, D(To) = CF (a, 00), 
k=0 

roy(2) = Y C-3* berey (2/9, D(a) = CR (a, 00). 
k=0 


id Tio, To, To 分 别 是 由 riy (2), 2y(z), ry) 所 生成 的 最 小 算 子 , 即 


Tioy(z) = riy(z), y(x) € D(Tio) = CO (aoo)， (7.4.2) 
Tioy(z) = roy(z), y(x) € D(T10) = CO (a. ov), (7.4.3) 
Toy(z) = ry(z),y(z) € D(T19) = C$ (a, oo). (7.4.4) 


下 面 我 们 证 明 Tio, Too, To 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (i) — (iv). 

HA (7.4.2)-(7.4.4) 知 ，Tio, To 是 空间 L?[a,oo) 中 的 对 称 稠 定 的 算 子 且 D(Tio) = 
D(T20). 这 说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 中 的 条 件 (ii). 

对 于 任意 的 y(z) € Cse, =1,2,...,n, A 


f gk ot (eH) gy > > G TUR E i) "[ g 2 eo (205. 
更 进一步 , 我 们 有 


[. gk eet |, 09 2dr > > ( 


2k ga? 7.4.5 
f au Te yl dz, k = 0,1,- ( ) 
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由 式 (7.4.5) 及 任意 的 y(z) € Cg? 知 ， 


"n oo 
Re(Toy, y) = (Tioy, y) = `» f aya? e? |y ™ |? dr 
k=0 


>] anz Fety) Pdz > an( m) ae y. (746) 


Tm 十 5 


manos (Too, y) = S | bane y Pda 
k=0 


> [ bna eot |y' 2dr > by(———)*a?"e™ || yl.. (747) 


Te + = 
这 说 明 Tio, Too 是 下 方 有 界 的 . 因此 , Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 中 的 条 件 (i). 

由 式 (7.4.2)-(7.4.4) Fl, To = Tio + iTo. 

由 式 (7.4.6) 和 (7.4.7) 知 ， 
) fa ete}. 


ó(To) C {A = 8 + iy|B > a4( Jaret ^ > bnl- 


ak 

4(k +1)! T 4 us 

4 A = anlaa) ae ere —1+ (bs (3r 2a?" e7 — 1), 则 Ao € p(To), 因此 , p(To) 7 9, 
R(Tio + iT20 — Nol) 在 L?[a, oo) 中 是 稠 定 的 , 这 说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (iii). 

4 T'y = Tioy 二 Toy 则 T'y = 2 (—1)^[(ax + b)ze?*y9 (x)|, D(To) = Cg? (a, oo), H 
T 是 稠 定 下 半 有 界 对 称 算 子 . 

由 定理 6.3.1 Al, T' 的 所 有 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 由 引 理 7.1.9 Al, T" 的 任 一 自 伴 扩 
张 的 预 解 算 子 是 全 连续 的 , 进而 , T 的 任 一 Friedrichs 扩张 的 预 解 算 子 也 是 全 连续 的 , 这 
说 明 Tio, Too 满足 引 理 7.1.4 的 条 件 (iv). 

综 上 所 述 , 对 于 复数 Ao = anly) aee — 1 + ibali) aee — 1) € p(To), 
(To — AoI) ? 是 全 连续 算 子 . 

对 于 任意 的 A € pT), 有 


(To — AI) = (To ~ AI! (To — AoI) (To NDT 
= (To — AI) ![(To — AI) + (A — Ao) I] (To — Ao1) ! 
= (Ty — AgI)  -- (A — Ao) (To — AI)! (To ND. 


由 (To -D 是 全 连续 算 子 , Ae p(To) 及 引 理 7.1.3 All, (To 一 AI) ! 是 全 连续 算 子 . 
由 引 理 7.1.2 和 引 理 7.1.5 Al, ce(T) =oe(To) = ¢, ÈP T Æ T 的 任 一 的 工 自 伴 扩张 .“ 口 
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定理 7.4.2 设 


Toy = X (-1)* [ax + ib, )a? eo, (309, D(To) = C$? (a, 00) 
k=0 


ERT To 的 系数 ay, by, k=0,1,... n 满足 
(i) an > 0,5, > 0; 
(i) an > So (Sea, bn > D (MED) nl 
则 Ty HAAN JAE RT 的 谱 是 离散 的 ， 
证 明 本 定理 的 证 明 与 定理 7.4.1 相同 的 过 程 , RATERS. 


定理 7.4.3 dX 


Toy = 》 (—1)"[(ak + iby) 2*e**y™ (29, D(To) = Cg" (a, 00). 
k=0 . 


EHF Ty 的 系数 a,b, k =0,1,....7 BE 
(i) an > 0,5, > 0; 
(ii) ak >0,k —20,1,...,n—1, b, > E E)n, 
则 To 的 所 有 的 大 自 伴 扩张 了 的 谱 是 离散 的 . 
证 明 本 定理 的 证 明 与 定理 7.4.1 相同 的 过 程 , RIK BR ARR. 


定理 7.4.4 设 


Toy = V (—1)" [(ak + iby)a**e™*y™ (2)]®), D(To) = CP (a, oo) 
k=0 


EHF To 的 系数 abb = 0,1,...,n 满足 
(i) an > 0,5, > 0; 
(ii) an > YA) lanl b, > 0,k =0,1,...,n—1, 
则 To 的 所 有 的 本 自 伴 扩张 工 的 谱 是 离散 的 . 
证 明 本 定理 的 证 明 与 定理 7.4.1 相同 的 过 程 , 我 们 这 里 不 再 著述 . 
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总 结 与 展望 


微分 算 子 理论 的 研究 内 容 纷 繁复 杂 , 需 待 解决 的 问题 众多 , 本 文 只 针对 于 微分 算 子 
的 谱 理 论 方面 进行 研究 , 尤其 是 不 连续 奇异 微分 算 子 的 谱 及 具有 特殊 系数 的 对 称 、 丁 对 
称 微分 算 子 的 谱 的 离散 性 方面 . 首先 , 应 用 算 子 方法 和 函数 论 的 方法 , 得 到 了 不 连续 奇异 
Sturm-Liouvile 问 题 的 特征 值 相 关 性 质 及 其 渐 近 公式 . 接着 运用 算 子 直 和 分 解 与 二 次 型 比 
较 的 方法 , 研究 了 几 类 微分 算 子 谱 的 离散 性 问题 , 当 其 系数 在 一 定 的 条 件 下 , 得 到 了 该 类 
微分 算 子 只 有 离散 谱 . 通过 对 具有 特殊 系数 微分 算 子 谱 的 研究 得 到 一 般 系数 下 微分 算 子 
谱 的 相关 信息 . 沿 此 思路 , 我 们 希望 进一步 能 够 解决 以 下 问题 : 

1. 研究 高 阶 不 连续 奇异 微分 算 子 的 自 伴 性 、 特 征 值 的 相关 性 质 及 其 特征 值 的 渐 近 公 
式 . 

2. 研究 开 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 统一 框架 , 即 本 对 称 微分 算 子 谱 是 离散 的 充 要 
判别 准则 . 

3. 研究 某 些 非 对 称 微分 算 子 本 质谱 的 存在 区 间 及 谱 是 离散 的 判别 条 件 . 

4. 对 多 区 间 上 对 称 和 本 对 称 微分 算 子 的 本 质谱 的 存在 区 间 及 谱 是 离散 的 判别 条 件 . 

以 上 仅 为 作者 读 博士 期 间 的 一 些 研究 成 果 和 进一步 想 要 研究 的 问题 , 我 们 期 望 沿 此 
方向 能 够 做 出 一 些 更 好 的 工作 , 为 丰富 和 发 展 微分 算 子 的 谱 理 论 做 出 一 点 贡献 . 由 于 作者 
学 识 所 限 , 缺点 与 不 足 在 所 难免 , 敬 请 各 位 专家 学 者 、 同 仁 批评 指正 . 作者 在 此 表示 衷心 
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主要 符号 表 


Im KE BB 

Re 实 部 

R 实数 域 

C 复数 域 

十 空间 的 直 和 

D 空间 的 正 交 直 和 
À 复数 和 StH 


det 4 表示 矩阵 A 的 行列 式 

P(T) AT TEX 

R(T) AT T 的 值 域 

(T) 算 子 的 零 空间 

R(T) ALT T 的 值 域 的 正 交 补 空间 


T* ETTE Hilbert Si PHS T 
o(T) ATT HRR 
p(T) ATT RHER 


c. (T) ATT 的 连续 谱 集 

o,(T) 算 子 了 WEGE 

c, (T) ACT T 的 剩余 谱 集 

oa(T) SLT T 的 离散 谱 集 

o-(T) 算 子 的 本 质谱 集 

deff 算 子 了 的 亏 指 数 

ACioc(a,b) KE) (a,b) 内 所 有 紧 子 区 间 上 绝对 连续 的 函数 全 体 
L(I,R) 在 I 上 定义 的 Lebesgue 可 积 实 值 函数 的 全 体 

[-, -] 与 微分 算式 相关 联 的 Lagrange AANER 
Wigi on) 函数 di, Øn 的 Wronsky 行列 式 


89 


致谢 


在 论文 即将 完成 之 际 , 心中 感慨 无 限 . 回眸 过 往 , 一 路 坎 坎坷 坷 走 来 , 需要 感谢 的 人 太 
多 , 这 些 简单 的 文字 所 着 实 不 能 完全 表达 的 . 首先 最 诚挚 的 感谢 我 的 导师 王 万 义 教授 . 感 
谢恩 师 对 我 的 淳 淳 教诲 和 悉心 关怀 . 他 学 识 渊博 、 洞 察 力 敏锐 , 在 我 论文 的 选 题 、 撰 写 过 
程 中 提供 了 关键 性 的 启发 和 帮助 . 他 严谨 求实 的 治学 态度 、 宽厚 仁慈 的 胸怀 、 高 效 的 工作 
作风 、 秉承 着 "学 高 为 师 , 身 正 为 范 ” 的 教育 理念 , 始终 感染 着 我 、 激励 着 我 , 这 些 都 将 成 为 
我 人 生 的 宝贵 的 财富 , 让 我 受益 终身 . 他 的 说 说 教诲 与 鞭策 将 激励 我 在 科学 和 教育 的 道路 
上 奋发 图 强 , 锐意 进取 . 我 衷心 的 祝愿 恩师 及 全 体 家 人 健康 、 幸 福 、 快 乐 ; 

师 从 恩师 门下 以 来 , 他 不 仅 在 百 忙中 为 我 们 答疑 解 惑 ,为 了 让 我 们 汲取 更 多 的 科研 精 
做 还 将 我 们 引荐 给 他 的 导师 孙 炯 教授 . 孙 教 授 知识 渊博 , 治学 严谨 , 平易 近 人 , 不 音 赐予 的 
修养 都 是 我 学 习 的 典范 , 在 此 表达 我 诚挚 的 谢意 , 愿 您 身体 健康 , 万 事 如 意 ! 

感谢 内 蒙古 大 学 数学 科学 学 院 的 各 位 领导 和 老师 对 我 的 培养 和 教育 . 数学 科学 学 院 
热烈 的 学 术 氛 围 , 感染 着 我 , 使 我 在 潜移默化 中 不 断 进步 成 长 . 

感谢 内 蒙古 师范 大 学 数学 科学 学 院 的 各 位 领导 和 老师 对 我 的 培养 

感谢 师姐 杨 秋 霞 、 张 新 艳 、 同 学 索 建 青 、 许 美 珍 、 葛 素 琴 多 年 来 给 予 我 的 关怀 和 勉励 ， 
我 们 共同 进步 , 共同 成 长 . 

感谢 内 蒙古 师范 大 学 彭 鹏 等 师弟 师妹 们 给 于 我 的 诸多 帮助 . 

感谢 郝 晓 玲 、 姚 斯 琴 、 赦 继 军 、 张 茂 柱 以 及 工作 室 的 其 他 同学 , 生命 中 有 他 们 的 陪伴 ， 
使 我 度 过 了 愉快 充实 的 博士 研究 生生 活 . 

最 后 我 要 郑重 的 感谢 我 的 家 人 . 感谢 父母 们 对 我 学 业 的 支持 与 配合 , 亲情 的 温暖 是 我 
最 大 的 精神 支柱 , 是 他 们 的 无 私 关爱 与 付出 , 才 促成 了 我 的 今天 , 我 衷心 的 祝愿 你 们 幸福 
安康 . 特别 感谢 我 的 爱人 刘 芳 女士 , 她 的 陪伴 是 我 前 行 的 最 大 动力 , 她 的 体谅 和 支持 激励 
着 我 继续 前 进 . 谨 以 此 文献 给 我 挚爱 的 家 人 们 , 这 远 不 能 表达 我 的 感激 之 情 , 我 将 继续 努 
Jj, 以 更 大 的 成 绩 作 以 回报 , 在 此 祝愿 他 们 一 生 安 康 . 

铭记 和 感激 教育 、 培 养 、 关 心 和 帮助 过 我 的 每 一 个 人 ! 


周 立 广 
二 O 一 三 年 三 月 于 呼和浩特 


| 一 


to 


e 


P 


on 


e 


M 


Oo 


e 


10. 


LE 


12. 


攻读 学 位 期 间 已 完成 的 学 术 论 文 


. MA, EAM. 索 建 青 . 一 类 高 阶 微分 算 子 谱 的 离散 性 的 充分 必要 条 件 . 系统 科学 与 


数学 , 2013,33(3):373-382. 


A, EAM, RAR. 边界 条 件 含 特征 参数 的 奇异 不 连续 Sturm-Liouville 算 子 的 渐 
近 特 征 . 数学 的 实践 与 认识 , 2012, 42(18):242-251. 


AA, EAM, RBA. Spectrum of singular Sturm-Liouville problem with eigenparam- 
eter dependent boundary conditions and transmission conditions. 内 蒙古 大 学 学 报 ( 自 然 
科学 版 ), 2010, 41(6):601-609. 


周 立 广 , ENX. RARER RBS FT BN BE. 数学 物理 学 报 , 已 接收 . 


周 立 广 , EJ] X. The Discreteness of Spectrum of A Class of Differential Operators with 
Coefficients of Euler-exponential Product Functions. 数学 进展 , 已 接收 . 


周 立 广 , 王 万 义 . The Discreteness of Spectrum of A Class of J-symmetric Exponential 
Differential Operators. 已 投 《 中 国 科 学 .数学 》 (英文 版 ). 


HAJ, 王 万 义 . Asymptotic Behaviors of a Discontinuous Singular Sturm-Liouville Prob- 
lem. 已 投 《 应 用 数学 》. 


. Flor] , EJ X. The Discrete Spectrum of A Class of J-symmetric Power-exponential 


Differential Operators. 已 整理 完毕 ， 待 投 . 


. 周 立 广 , 王 万 义 . The Discreteness of Spectrum of A Class of J-symmetric Euler-exponential 


Differential Operators. 已 整理 完毕 , 待 投 . 


索 建 青 , EAM, AW). 一 类 具 指 数 系数 的 对 称 微分 算 子 谱 是 离散 的 充分 条 件 , 系统 
科学 与 数学 , 2013,33(2):236-245. 


AER, ENX, AW). 一 类 具 指 数 系数 的 对 称 微分 算 子 谱 的 离散 性 , 数学 的 实践 与 
认识 , 2012, 42(5): 225-231. 


BEA, EAM, AA. 一 类 自 伴 微分 算 子 谱 是 离散 的 充分 必要 条 件 . 内 蒙古 大 学 学 
报 ( 自 然 科学 版 ), 2012, 43(6):574-578. 


91 


13. FRY, EAM, AM), RE 
i . 两 个 奇 型 微分 算 子 积 的 Friedric 
学 报 (自然 科学 版 ), 2010, 41(6): 618-624. metn 


92 


, 万 方 数 据 

几 类 微分 算 子 的 谱 分 析 [H WANFANG DATA 文献 链接 
作者 : 周 立 广 

学 位 授予 单位 : A ae th A 


本 文 链接 : http://d. wanfangdata. com. cn/Thesis Y2350888. aspx 


